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Mð ��u�çng nh§t thù l  mët trong nhúng kh¡i ni»m ì b£n õa h÷ìng tr¼nhTo¡n ð bª hå phê thæng. �° bi»t, ð ¡ tr÷íng THPT huy¶n v  ¡ lîphuy¶n to¡n â r§t nhi·u d¤ng to¡n li¶n quan �¸n �çng nh§t thù. Trong¡ �· thi tuyºn sinh �¸n ¡ �· thi hå sinh giäi ¡ §p â nhi·u b i to¡nv· ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh v  h» b§t ph÷ìng tr¼nh ...�÷ñ gi£i b¬ng¡h ¡p döng ¡ �çng nh§t thù �¤i sè sinh bði h m l÷ñng gi¡. Hi»n nay¡ t i li»u â t½nh h» thèng v· v§n �· n y án h÷a �÷ñ �· ªp nhi·u.�º �¡p ùng nhu �u hå tªp v  gi£ng d¤y mæn To¡n ð bª phê thæng,luªn v«n "C¡ �çng nh§t thù �¤i sè sinh bði h m l÷ñng gi¡ v  ¡p döng"nh¬m h» thèng v  gi£i quy¸t ¡ b i to¡n li¶n quan �¸n �çng nh§t thù�¤i sè sinh bði h m l÷ñng gi¡. Luªn v«n �÷ñ hia ra l m ba h÷ìng.Ch÷ìng 1 - N¶u mët sè �çng nh§t thù giúa ¡ h m sè v  �a thùl÷ñng gi¡, �çng thíi tr¼nh b y ¡ h» thù l÷ñng gi¡ trong tam gi¡ v mët sè d¤ng h» thù l÷ñng gi¡ trong h¼nh hå.Ch÷ìng 2 - Tr¼nh b y ¡ �çng nh§t thù �¤i sè li¶n quan �¸n h m sin,h m osin, h m tang v  h m otang. �° bi»t trong h÷ìng n y án tr¼nhb y mët sè �çng nh§t thù h m v  ¡p döng õa �çng nh§t thù h m �ºsinh ra ¡ b i to¡n v· hùng minh �¯ng thù, b§t �¯ng thù l÷ñng gi¡trong tam gi¡.Ch÷ìng 3 - Sû döng ¡ �çng nh§t thù �¤i sè n¶u ð h÷ìng 2 �º gi£iv  bi»n luªn ph÷ìng tr¼nh bª ba, gi£i v  bi»n luªn h» ph÷ìng tr¼nh �¤i sè.Ph�n uèi õa h÷ìng tr¼nh b y mët sè d¤ng b§t �¯ng thù �¤i sè �÷ñgi£i b¬ng bi¸n �êi l÷ñng gi¡.�º ho n th nh luªn v«n n y, tr÷î nh§t t¡ gi£ xin �÷ñ gûi líi £m ìns¥u s tîi GS.TSKH Nguy¹n V«n Mªu �¢ d nh thíi gian h÷îng d¨n, h¿b£o tªn t¼nh gióp �ï trong suèt qu¡ tr¼nh x¥y düng �· t i �ng nh÷ ho nthi»n luªn v«n. Ti¸p theo, t¡ gi£ �ng xin gûi líi £m ìn h¥n th nh ¡th�y æ �¢ �å, kiºm tra, �¡nh gi¡ v  ho nhúng þ ki¸n quþ b¡u �º luªnv«n �÷ñ ��y �õ hìn, phong phó hìn. Qua �¥y, t¡ gi£ �ng xin �÷ñ gûilíi £m ìn tîi Ban gi¡m hi»u, pháng Sau �¤i hå, pháng � o t¤o, khoa
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3To¡n - Tin Tr÷íng �HKH, �¤i hå Th¡i Nguy¶n v  ¡ b¤n �çng nghi»p�¢ t¤o �i·u ki»n thuªn lñi trong suèt qu¡ tr¼nh hå tªp t¤i tr÷íng.Tuy b£n th¥n â nhi·u è gng, song thíi gian, tr¼nh �ë v  �i·u ki»nnghi¶n ùu án h¤n h¸ n¶n luªn v«n khâ tr¡nh khäi nhúng thi¸u sât. R§tmong �÷ñ sü �âng gâp þ ki¸n õa ¡ th�y æ v  ¡ b¤n �çng nghi»p �ºluªn v«n �÷ñ ho n thi»n hìn.T¡ gi£ xin h¥n th nh £m ìn! Th¡i Nguy¶n, Th¡ng 07 n«m 2013.L÷u Thà Minh Thõy
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Ch÷ìng 1�¯ng thù l÷ñng gi¡
1.1 Mët sè �çng nh§t thù giúa ¡ �a thù l÷ñnggi¡1.1.1 �ành ngh¾a v  t½nh h§t õa �a thù l÷ñng gi¡�ành ngh¾a 1.1 (Xem [5℄). H m sè â d¤ng

An(x) = a0 + a1 cosx+ b1 sin x+ · · ·+ an cosnx+ bn sinnx,trong �â an v  bn khæng �çng thíi b¬ng 0 (tù l  a2n+b2n > 0), ai, bj ∈ R vîi
i = 0, 1, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n �÷ñ gåi l  �a thù l÷ñng gi¡ bª n (n ∈ N∗).Khi t§t £ ¡ bj = 0 vîi j = 1, 2, . . . , n ta â�ành ngh¾a 1.2 (Xem [5℄). H m sè â d¤ng

Cn(x) = a0 + a1 cosx+ a2 cos 2x+ · · ·+ an cosnx (an 6= 0),�÷ñ gåi l  �a thù l÷ñng gi¡ bª n theo osin. T÷ìng tü, khi t§t £ ¡
ai = 0 vîi i = 0, 1, . . . , n ta â�ành ngh¾a 1.3 (Xem [5℄). H m sè â d¤ng

Sn(x) = b0 + b1 sin x+ b2 sin 2x+ · · ·+ bn sinnx (bn 6= 0),�÷ñ gåi l  �a thù l÷ñng gi¡ bª n theo sin.Sau �¥y, ta li»t k¶ mët sè t½nh h§t �ìn gi£n õa �a thù l÷ñng gi¡.T½nh h§t 1.1. Têng õa hai �a thù l÷ñng gi¡ An(x) v  Bm(x) l  mët�a thù l÷ñng gi¡ â bª nhä hìn ho° b¬ng max {n,m} .T½nh h§t 1.2. T½h õa hai �a thù l÷ñng gi¡ An(x) v  Bm(x) l  mët�a thù l÷ñng gi¡ â bª b¬ng n+m.
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5T½nh h§t 1.3. N¸u �a thù l÷ñng gi¡
An(x) = a0 + a1 cosx+ b1 sin x+ · · ·+ an cosnx+ bn sinnx,�çng nh§t b¬ng 0 vîi måi x ∈ R, th¼ t§t £ ¡ h» sè õa nâ �·u b¬ng 0,tù l 

a0 = a1 = b1 = a2 = b2 = · · · = an = bn = 0.1.1.2 Mët sè �çng nh§t thù giúa ¡ h m sè l÷ñng gi¡B i to¡n 1.1. Biºu di¹n ¡ h m sè sinnx v  cosn x d÷îi d¤ng ¡ �a thùl÷ñng gi¡.Líi gi£i. Gi£ sû z = cos t+ i sin t. Khi �â
z−1 = (cos t+ i sin t)

−1
= cos t− i sin t.Do �â

cos t =
z + z−1

2
v  sin t =

z − z−1

2i
·Ta â

(z + z−1)
n
= zn + C1

nz
n−1z−1 + C2

nz
n−2z−2 + · · ·+ Cn−1

n zz−n+1 + z−n

=

{

(zn + z−n) + C1
n(z

n−2 + z−(n−2)) + · · ·+ C
n

2

n (n¸u n h®n),
(zn + z−n) + C1

n(z
n−2 + z−(n−2)) + · · ·+ C

n−1

2

n (z + z−1) (n¸u n l´).V 
(z − z−1)

n
= zn − C1

nz
n−1z−1 + C2

nz
n−2z−2 + · · ·+ (−1)

n
z−n

=

{

(zn + z−n)− C1
n(z

n−2 + z−(n−2)) + · · ·+ (−1)
n

2C
n

2

n ,

(zn − z−n)− C1
n(z

n−2 − z−(n−2)) + · · ·+ (−1)
n−1

2 C
n−1

2

n (z − z−1).Vªy
cosn x =











1

2n−1

[

cosnx+ C1
n cos(n− 2)x+ · · ·+ 1

2
C

n

2

n

] (n¸u n h®n),
1

2n−1

[

cosnx+ C1
n cos(n− 2)x+ · · ·+ C

n−1

2

n cosx
] (n¸u n l´).

sinn x =















(−1)
n

2

2n

[

2 cosnx− 2C1
n cos(n− 2)x+ · · ·+ (−1)

n

2C
n

2

n

]

,

(−1)
n−1

2

2n

[

2 sinnx− 2iC1
n sin(n− 2)x+ · · ·+ (−1)

n−1

2 C
n−1

2

n 2 sinx
]

.
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6B i to¡n 1.2. Chùng minh r¬ng h m sè f(x) = sin2p x (p l  mët sè tünhi¶n) l  mët �a thù l÷ñng gi¡ theo osin.Líi gi£i. Tø æng thù eix = cosx+ i sin x d¹ d ng suy ra
sinx =

eix − e−ix

2i
; cosx =

eix + e−ix

2
·Do �â

sin2p x =

(

eix − e−ix

2i

)2p

,suy ra
f(x) =

(−1)p

22p
·

2p
∑

k=0

(−1)kCk
2p.e

ikx.e−i(2p−k)x

=
(−1)p

22p
·
(

p−1
∑

k=0

(−1)kCk
2p.e

2ikx−2ipx +
2p
∑

k=p+1

(−1)kCk
2p.e

2i(k−p)x

)

+
Cp

2p

22p

=
(−1)p

22p
·
p−1
∑

k=0

(−1)kCk
2p(e

2i(k−p)x + e−2i(k−p)x) +
Cp

2p

22p

=
(−1)p

22p−1
·
p−1
∑

k=0

(−1)k.Ck
2p. cos 2(k − p)x+

Cp
2p

22p
·Vªy f(x) l  mët �a thù l÷ñng gi¡ bª 2p theo osin.B i to¡n 1.3. Cho §p sè ëng {an} vîi æng sai d. T½nh ¡ têng sau:a) Sn =

n
∑

k=1

sin ak,b) Tn =
n
∑

k=1

cos ak.Líi gi£i.a) - N¸u d = 2kπ (k ∈ Z) th¼ Sn = n sin a1.- N¸u d 6= 2kπ (k ∈ Z) th¼ sin d

2
6= 0. Ta â

2 sin an sin
d

2
= 2 sin[a1 + (n− 1)d] sin

d

2

= cos
[

a1 + (n− 3

2
)d
]

− cos
[

a1 + (n− 1

2
)d
]

.
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7X²t g(n) = cos
[

a1 + (n− 3

2
)d
], ta â

2 sin an. sin
d

2
= g(n)− g(n+ 1).Vªy



































2 sin a1. sin
d

2
= g(1)− g(2),

2 sin a2. sin
d

2
= g(2)− g(3),

· · · · · · · · ·
2 sin an. sin

d

2
= g(n)− g(n+ 1).Cëng ¡ �çng nh§t thù theo v¸, ta �÷ñ

2Sn sin
d

2
= g(1)− g(n+ 1)

= cos
(

a1 −
d

2

)

− cos
[

a1 +
(

n− 1

2

)

d
]

= −2 sin
(

a1 +
n− 1

2
d
)

sin
(

− n

2
d
)

.Do �â
Sn =

sin
(

a1 +
n− 1

2
d
)

sin
(n

2
d
)

sin
d

2

·b) Theo ¡h gi£i nh÷ tr¶n, ta thu �÷ñ- N¸u d = 2kπ (k ∈ Z) th¼ Tn = n cos a1.- N¸u d 6= 2kπ (k ∈ Z) th¼
Tn =

cos
(

a1 +
n− 1

2
d
)

sin
n

2
d

sin
d

2

·Chó þ 1.1. Nh÷ vªy, vîi méi mët §p sè ëng, ta t¼m �÷ñ mët æng thùt½nh têng t÷ìng ùng. Ch¯ng h¤n, vîi x 6= lπ(l ∈ Z) ta â
Tn =

n
∑

k=1

cos(2k − 1)x

=
cos
(

x+
n− 1

2
.2x
)

. sin
(n

2
.2x
)

sin
2x

2

=
cosnx. sinnx

sin x
=

sin 2nx

2 sinx
·
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8Nhªn x²t 1.1. Vîi nhúng gi¡ trà õa x sao ho sin 2nx = sinx (sinx 6= 0)th¼ ta luæn â Tn =
1

2
· Tø �â, ta thu �÷ñ mët sè k¸t qu£ sau:Vîi n = 2, hån x =

π

5
, ta â
cos

π

5
+ cos

3π

5
=

1

2
·Vîi n = 3, hån x =

π

7
, ta â

cos
π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7
=

1

2
·Vîi n = 4, hån x =

π

9
, ta â

cos
π

9
+ cos

3π

9
+ cos

5π

9
+ cos

7π

9
=

1

2
·B i to¡n 1.4. T½nh ¡ têng sau:

Sn =
n
∑

k=1

k sin kx, Tn =
n
∑

k=1

k cos kx vîi x 6= 2lπ (l ∈ Z).Líi gi£i. Tr÷î h¸t, ta nh l¤i r¬ng
n
∑

k=1

sin kx =
sin
(n+ 1

2
x
)

sin
(n

2
x
)

sin
x

2

,

n
∑

k=1

cos kx =
cos
(n+ 1

2
x
)

sin
n

2
x

sin
x

2

·Ta â:
Sn =

n
∑

k=1

k. sin kx =
n
∑

k=1

[−(cos kx)
′

] = −
(

n
∑

k=1

cos kx

)
′

,

Tn =
n
∑

k=1

k. cos kx =
n
∑

k=1

[(sin kx)
′

] =

(

n
∑

k=1

sin kx

)
′

.Tø �â suy ra ¡ æng thù �n t¼m.
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