DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC KHOA HOC

TRAN DUC ANH

PHUGONG PHAP PHUONG
TRINH TICH PHAN BIEN GIAI
CAC BAI TOAN BIEN CUA
PHUONG TRINH DIEU HOA VA
SONG DIEU HOA

LUAN VAN THAC SI TOAN HOC

Thai Nguyén - 2013



DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC KHOA HOC

TRAN DUC ANH

PHUONG PHAP PHUONG
TRINH TICH PHAN BIEN GIAI
CAC BAI TOAN BIEN CUA
PHUGONG TRINH DIEU HOA VA
SONG DIEU HOA

Chuyén nganh : TOAN UNG DUNG
Ma sb6 : 60 46 01 12

LUAN VAN THAC SI TOAN HOC

Gido vién hudéng dan:
TS NGUYEN VAN NGOC

Thai Nguyén - 2013



Muc luc

S

Mg dau 3
1 KIEN THUC BO TRG 5
1.1 Céc khong gian ham kha vi va kha téng . . . . . . . . . .. 5
1.1.1 Ham lién tuc vaham kha vi . . . . . . . . . .. .. 5
1.1.2 Céc khong gian ham kha tong . . . . . . . . .. .. 6
1.2 Khong gian Sobolev cap nguyén duong . . . . . . . . . . .. 7
1.2.1 DPao ham suy rong theo nghia Sobolev . . . . . . .. 7
1.2.2  Khong gian Sobolev H*(Q) . . . . . . ... .. ... 7
1.2.3  Khai niém vé vét cia ham s6 trén mot mat . . . . . 7
1.24 Khong gian H¥(Q) . . .. ... ... ... .. ... 8
1.3 Khong gian Sobolev cap thyc (Sobolev - Slobodeskii) . . . . 8
1.3.1 Khong gian H5(R™) . . . .. ... ... ... .... 8
1.3.2 Khong gian H;(Q2) va khong gian H*(Q) . . . . . . . 11
1.4 Cac khong gian Sobolev déi ngau va dinh 1y nhing . . . . . 12
1.4.1 Cac khong gian déingdu . . . . . . ... ... ... 12
1.4.2 Cac dinh Iy nhing . . . . ... ... ... ... .. 13

2 PHUONG PHAP PHUONG TRINH TICH PHAN BIEN

pOI VOI PHUGNG TRINH PIEU HOA TRONG MAT

PHANG 14
2.1 Phuong trinh diéu hoa va cac cong thic Green . . . . . . . 14
2.1.1 Phuong trinh diéu hoa . . . . . ... ... ... .. 14
2.1.2 Cong thtc tich phan ting phan . . . . . . . . .. .. 15
2.1.3 Cac cong thic Green . . . . . ... .. .. ... .. 15
2.1.4 Mot sb tinh chat cia ham dieu hoa . . . . . . . . .. 16



22 Hamcoban . .. ... . . . . ... 18
2.2.1 Ham co ban vd ham dieuhoa . . . . . .. ... ... 18
2.2.2 Biéu dién tich phan ctia ham diéu hoa . . . . . . . . 19

2.3 Phat biéu bai toan bién ctia phuong trinh diéu hoa trong
mién bichan . . . . . .. ... 21

2.4 Cong thitc bicu dién ham diéu hoa trén mit phing va céc
dieu kien bien . . . . . ... 22

2.5 Phuong phap phuong trinh tich phan bién . . . . . . . . .. 23
2.5.1 Bai toan Dirichlet . . . . . . ... ... .. ... .. 23
2.5.2 Baitoan Neumann . . . ... .. ... ....... 23
253 Baitoanhonhgp . . . . . . . ... ... ... 24

2.6 Bai toan bién ctia phuong trinh diéu hoa trong mién ngoai . 24
2.6.1 Phat bicubaitoan. . . . .. ... ... ... ..., 24
2.6.2 Phuong trinh tich phan bién . . . . . .. ... . .. 25

PHUGONG PHAP PHUONG TRINH TiCH PHAN BIEN

DOI VOI PHUONG TRINH SONG DIEU HOA 26

3.1 Phat biéu bai toan hén hop déi véi phuong trinh song dicu
hoa . . . . . . . 26
3.1.1 Phuong trinh song dieu hoa . . . . . . ... ... .. 26
3.1.2 Phat bieubaitoan . . . . .. ... ... ... .. 27

3.2 Tinh duy nhat nghiem . . . . ... ... ... ... ... 28

3.3 Heé phuong trinh tich phan bién . . . . . . . . ... .. .. 30

Két luan 42
Tai liéu tham khao 43



MG dau

Trén thyc té, nhiéu bai todn trong khoa hoc kj thuat thong qua mo
hinh todn hoc dugc dua dén viéc gidi cdc bai toan bién doéi véi phuong
trinh dao ham rieng. Trong d6 rat it bai toan 1a cac truong hop don gidn
c6 thé tim thay nghiém tudng minh bang cac phuong phap giai tich. Con
dai da s6 cac truong hop khac thi nghiém tuong minh hodc khong cé hodc
rat phtic tap. Phuong trinh dao ham riéng cap cao ma tiéu biéu la phuong
trinh diéu hoa va song diéu hoa 1& 16p phuong trinh van con dang thu hut
su quan tam rat 16n ctia cac nha khoa hoc, ki su va cac nha toan hoc. Viéc
nghién cttu phuong phéap tich phan bién giai cac bai toan dieu hoa va song
diéu hoa 1a mot linh vyc can duge nghién ctu .

Noi dung chinh ctia luan van trinh bay cac két qua vé 1y thuyét doi véi
phuong phap phuong trinh tich phan bién gidi phuong trinh diéu hoa va
song diéu hoa. Luan vin bao gom ba chuong mang lai mot cAch nhin khai
quat vé phuong trinh diéu hoa va phuong trinh song diéu hoa.

Trong chuong mot, ching to6i danh cho viéc trinh bay mot s6 kién thiic
b6 trg vé cac khong gian ham kha vi va kha tong, khong gian Sobolev
cap nguyen duong H*(Q), HE(Q), khong gian Sobolev cap thuc H*(R"),
H*(), cac khong gian Sobolev d6i ngau va cac dinh 1y nhing. Day 1a nén
tang cho cac két qua sé trinh bay trong cac chuong tiép theo ctia luan van.

Chuong hai chting toi gi6i thiéu vé phuong phap phuong trinh tich phan
bien déi v6i phuong trinh diéu hoa trong mit phang, cong thiic biéu dién
ham diéu hoa trén mit phang, cac cong thic Green va cac ham co ban.
Dong thai ciing trinh bay phuong phap phuong trinh tich phan bién doi
v6i cac bai toan Dirichlet, bai toAn Newmann va bai toan hon hop.

Chuong ba ctia luan van chtng toi gidi thieu vé phuong trinh song dicu
hoa va hé phuong trinh tich phan bién dé gidi nghiém bai toan.

Luan van dugc thiyc hién va hoan thanh tai truong Dai hoc Khoa Hoc -
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Dai hoc Théai Nguyén. Qua day to6i xin chan thanh cAdm on cac thay co gido
Khoa Toan tng dung, Ban Giam hiéu, Phong Dao nha truong da trang bi
kién thitc co ban va tao diéu kién t6t nhat cho toi trong qua trinh hoc tap
va nghién ciu.

Toi xin bay t6 long biét on chan thanh t6i TS. Nguyén Van Ngoc, nguoi
da tan tinh chi bao, tao dieu kién va gitp do toi c6 them nhicu kién thic,
kha ning nghién citu, tong hop tai lieu dé hoan thanh luan vian. Toéi ciing
xin gti 161 cdm on dén gia dinh, ban be va cac dong nghiép da dong vien,
giup do toéi qua trinh hoc tap ctia minh.

Do thoi gian va trinh do con han ché nén luan van khong tranh khoi
nhitng thiéu s6t. Chiing to6i rat mong nhan duge sy gop ¥ ciia cac thay co
dé luan van ducc hoan thién hon.

T6i xin chan thanh cam on!

Thai Nguyén, ngay 04 thang 05 nam 2013.
Nguai thuc hién
Tran Dic Anh



Chuong 1

KIEN THUC BO TRG

Chuong nay trinh bay mot sé khai niém bo trg can thiét vé cac ham kha
tong, kha vi, ham suy rong va khong gian Sobolev. Noi dung ctia chuong
nay chil yéu duge hinh thanh tir cac tai lieu [7], [8].

1.1 Cac khong gian ham kha vi va kha tong

1.1.1 Ham lién tuc va ham kha vi

e Gia st 2 1a mot mién md trong khong gian Euclid R". Ky hieu C/(2)
13 16p cac ham lién tuc trong €. Gia st © 13 mot mién bi chin trong R”,
ta ki hieu Q 1a bao déng ciia €, titc 1a Q = QUOIN. Khi d6 C(f) 1a khong
gian dinh chuan véi chuan:

1fllc = max|f(z)]. (1.1)
xef)

e Gia cia ham f(x) € C(R") duge ki hiéu la suppf 1a bao dong cta tap
hop tat ca cac diém z € R” ma tai d6 f(z) # 0. Vay

suppf := {Vz € R", f(x) # 0}

14 mot tap déng trong R™. Néu suppf 1a tap bi chian trong € thi ta noi f
la ham c6 gid compact trong €2.

e Ky hieu C™ () la tap hop clia tat ca cac ham f(z) lien tuc trong € cling
v6i cdc dao ham D f(z), |a| < m. Nhu vay, C°(Q) = C(Q). Tap hgp ctia
cac ham trong C™(2) ¢6 cac dao ham Df(z), |a| < m dudc thac trién
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lien tuc vao Q duge ky hieu 1a C™(Q). Chuan trong C™ () duge xac dinh
theo cong thiic .
Fllom =sup S D f(2)].
2 Jal=0

e Ky hieu C*(2) la tap hgp cua cac ham kha vi vo han trong . Tap
hop ctia cdc ham kha vi vo han va c¢6 gia compact trong €2 duge ky hiéu
la C2°(€2). Tap hop céc ham khéa vi vo han c¢6 gia compact trong R™ ky
hieu 1a C2°. Tap hop cac ham tiéu han trong Q cia l6p C™(2) ky hiéu la
C™(Q). Tap hop ciia cac ham tit C™(Q2) bang khong trén bien 0 ciing
v6i tat cd cac dao ham cho dén cap m duge ky hieu 1a C(Q). Cudi cing,
ky hieu C' 1 16p céc ham thuge C™(R") bing khong tai vo cling véi tat
ca cac dao ham cho dén cap m.

1.1.2 Cac khong gian ham kha tong

e Tich phan Lebesgue ctia ham f trén tap 2 dugce ky hiéu la

[ r@ie, [ pwie = [ s
Q Rn

e V6i 1 < p < oo ta ky hiéu

Q) = {F: 2 C, gy = [ 1f@)Pde < +oc),
Q

LX(Q) ={f: Q= C, || fllre(q) := essupq|f(x)| < 400},

trong do essupg|f(x)| = infx{|f(z)] < K hau khdp = € Q}.

e Néu f € LP(Y) ddi véi moi ' € Q thi ham f duge goi 1a p- kha tich
tong dia phuong trong 2. Tap hop clia tat ca cac ham p- kha tich tong dia
phuong trong € dugce ky hieu la L; .(Q).

e Ham [ (do dugc) duge goi 1a ¢6 han trong € néu né bang khong hau
khap & ngoai ' € €. Tap hgp ctia cdc ham tiéu han trong € thuoc LP(12)
dugce ky higu la LE(2).



1.2 Khoéng gian Sobolev cap nguyén duong

1.2.1 DPao ham suy rong theo nghia Sobolev

Dinh nghia 1.1. Gid st Q la mién bi chan trong R™ vdi bién tron tung
mdnh 0Q va o = (aq, a9, ) la bo da chi s6. Ham f© € LI (Q)

loc

dugc goi la dao ham suy rong cip o cia ham f € L} (Q), néu
<fDO‘g>—/f )D%g(z)dx = ( |0‘|/f

=< f L9 >, Vg € Cl(Q).

Néu f € ClNQ), thi dao ham suy rong f') ton tai va f(*) = Df(x) hau
khdp, nén ching ta cing sé ki hiéu dao ham suy rong cap o cia ham f la
Def.

1.2.2 Khéng gian Sobolev H*(Q)

Dinh nghia 1.2. Tdp hgp ciia cic ham f € L*(Q) ¢6 dao ham suy rong
cho dén cip k thuoc L*(Q) dugc goi la khong gian Sobolev cip k va dudc
ky hieu la H*(Q). H*(Q) la khong gian Hilbert vdi tich vo hudng va chudn

(f.9) = [ (X D°fDig) s

o lal<k

1= [ (X 1057 as]
Q |Ck|<]€
Ro ring la H°(Q) = L*(Q).
Cac tinh chat quan trong ctia khong gian Sobolev:
1) C*(Q) tri mat trong H*(Q) theo tieu chuan ctia H*(Q).
2) Hm—l—l—l—[n/Z](Q) C Om(@).

1.2.3 Khai niém veé vet ciia ham so6 trén mot mat

Dinh nghia 1.3. Gid s Q la mién gidi noi trong R™ va S la mot mat
n — 1 chiéu dugc chita trong Q. Néu trong Q cho ham f(x) wdc dinh tai



ting diem cia Q, thi ta cé thé zem gid tri ciia ham nay trén S nhu la mot
ham f|res duge wdac dinh tai moi diém cia S. Néu ching ta zét trong Q
ham dugc xdc dinh hau khap noi, thi gid tri cia f trén mat S dudc zdc
dinh khong don tri vi mesS = 0. Tuy nhién, trong mot nghia hodan toan
zdc dinh ching ta cé thé néi dén gid tri cia ham soé trén mot mat n — 1
chieu khi né dugc xdc dinh hau khdp noi.

Gia st f € HYQ) va fr € CHQ), (k = 1,2,...) hoi tu dén f trong
HY(Q). Déi v6i moi mdt tron ting mdnh (moéi mot mdnh dugc chiéu don
tri zudng mat phcfng toa do) trong @ ton tai C = const > 0, sao cho

/ i — ful?dz < Cllfs — fullina)
S

Vi L2(S) la khong gian dinh chuan day di, nén ton tai phan tit fg € L*(S)
la gidi han trong L*(S) cia day fir(vs),xs = x € S. Ham fs khong phu
thuoc vao viec chon day fi hoi tu dén f trong HY(Q) va dugc goi la vét
cua ham f trén mat S.

1.2.4 Khong gian H*(Q)

Dinh nghia 1.4. Tap hop cia cic ham trong H*(Q) c6 vét trén bien
[ biang khong dudc ky hiéu la H*(Q). Chuan trong HX(Q) dugc sinh bdi
chudn trong H*(Q). Khi dé H*(Q) la khong gian con déng ciia H*(Q).

1.3 Khong gian Sobolev cap thuc (Sobolev - Slo-
bodeskii)
1.3.1 Khong gian H*(R")

Dinh nghia 1.5. Gid st s la so thuc tuy 3. Khong gian Sobolev-Slobodeski
H*(R™) theo dinh nghia gom tat cd cdc ham suy rong u € S' = S'(R"™), ¢6

bién doi Fourier u(£) théa man dicu kién:

Jull2 = | 1+ leD™fa)Pde < oo, (12



