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Loi cam doan

Toi xin cam doan rang cdc két qua nghién citu trong luan van nay 1a hoan
toan trung thuc va khong tring lap véi dé tai khac. Nguon tai liéu st dung
cho viéc hoan thanh luan van da dugc su dong ¥ clia ¢4 nhan va t6 chiic. Cic

thong tin, tai liéu trong luin van nay da dugc ghi rd nguodn goc.

Thai Nguyén, thang 9 nam 2013

Hoc vién

Nguyén Thuy Trang

Xac nhan Xac nhan

cua Trudng khoa chuyén mon cua nguoi huéng dan khoa hoc

TS. Tran Nguyén An
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Loi cam on

Luan van duoc hoan thanh dudi su chi bao va huéng dan tan tinh cia TS.
Tran Nguyén An. Thay da danh nhi€u thoi gian huéng dan va giai dap cac
thac méac cho toi trong sudt qua trinh 1am luan van. Toi xin bay to 1ong biét
on sau sac dén thay.

To6i xin gui tGi cac thay c6 Khoa Toan, Khoa Sau dai hoc Truong Dai hoc
Su pham - DPai hoc Thai Nguyén ciing nhu cac thay co6 da tham gia giang day
khoa hoc 2011-2013, 16i cam on sau sac nhat vé cong lao day dé trong sudt
qua trinh gido duc, dao tao cua nha truong.

Toi xin cam on Trudong Pai hoc Cong nghé thong tin va Truyén thong -
Dai hoc Thai Nguyén, noi toi dang cong tac, da tao dicu kién cho to6i hoan
thanh khéa hoc nay.

Toi xin cam on gia dinh, ban bé va nguoi than da quan tam, tao di€u kién,

dong vién, c6 vii dé toi c6 thé hoan thanh nhiém vu ciia minh.

Thai Nguyén, thang 9 nam 2013

Hoc vién

Nguyén Thuy Trang
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M¢ dau

Nam 1964, Hironaka da gidi thiéu khdi niém co s& chudn tic cho idéan
cac chudi ldy thira hinh thitc. Mot nam sau, nam 1965, Buchberger da dinh
nghia doc lap mot khai niém tuong tu cho idéan cdc da thic ma ong goi la
co s& Groebner, tén ngudi thay huéng dan cua Buchberger, hon nita 6ng con
dua ra mot thuat toan tinh co s& Groebner, la thuat toan Buchberger. Co s&
Groebner nhanh chéng tr¢d thanh trung tam ctua Dai s6 mdy tinh (Computer
Algebra) va la cong cu hitu hiéu trong rat nhi€u bai todn cua Dai s6 giao
hoédn va Hinh hoc dai s6.

Trong luan van nay, ching toi trinh bay vé co s& Groebner va mot ap
dung ctia co s& Groebner dé phan tich nguyén so mot idéan trong vanh da
thic Kz, y|, v6i K la mot truong, theo bai bao "Ideal bases and primary
decomposition: case of two variables" clia Lazard [3]. Ciing can phai néi
thém rang, phan tich nguyén so cia mot idéan 1a mot bai todn quan trong
trong Pai s6 giao hodn va Hinh hoc Dai so, dac biét 1a phan tich nguyén so
cta idéan trong vanh da thic véi hé s6 trén mot truong.

Luan van bao gom ba chuong. Chuong mot trinh bay mot s6 kién thiic
chuin bi cta luan van nhu phan tich nguyén so clia idéan trén vanh giao
hodn, chiéu ctia vanh, do cao cua idéan. Chuong hai trinh bay chi tiét vé co
s& Groebner va thuat toan Buchberger dé tim co s& Groebner theo thuat ngit
ctia Robbiano [5]. Chuong ba trinh bay mot thuat todn cta Lazard v€ mot dp
dung cua co s& Groebner trong viéc tim phan tich nguyén so cia mot idéan

trong vanh da thic hai bién K[z, y| v6i K 1a mot truong.

So hoa boi trung tam hoc lieu http://www.lIrc-tnu.edu.vn/



Chuong 1

Kién thic chuan bi

Trong chuong nay va toan bo luan van, ta luén gia thiét A la vanh giao hoan

c6 don vi.

1.1 Phan tich nguyén so

1.1.1 Pinh nghia. Cho ) 1a mot idéan ctia A. Ta néi rang () 1a idéan nguyén
so cua A néu:

(1) @ la idéan that su cua A;

(i1) V6i a, b bat ky thuoc A ma ab € Q; a € @, ton tai n € N sao cho
b" € Q.

1.1.2 Vi du. (i) Moi idéan nguyén t6 la idéan nguyén so.
(i1) Trong Z, idéan 47 la nguyén so nhung khong la idéan nguyén to.

1.1.3 B6 dé. Cho Q la idéan nguyén so cia A. Khi dé, P = \/Q la idéan
nguyén to cua A va ta néi rang Q) la P - nguyén so. Hon nita, P la idéan

nguyén to nho nhdt ciia A chita Q).

1.1.4 Bo dé. Cho P la idéan nguyén té ciia A; Qv,Qo, ..., Qn (n > 1) la cdc
idéan P - nguyén so cua A. Khi do, '%1 Q; cing la P - nguyén so.
1=

1.1.5 Ménh dé. Cho Q la mot idéan ciia A sao cho \/QQ = m la mot idéan

101 dai cua A. Khi do, Q) la idéan nguyén so hay idéan m - nguyén so ciia A.
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1.1.6 Pinh nghia. Cho [ la idéan thuc su cia A. Mot phan tich nguyén so
cua I 1a mot bi€u dién cua I nhu 13 giao cta hitu han cdc idéan nguyén so

cua A. Mot phan tich nguyén so

I=0Q1NQaN...NQy,
v6i /Q; = P, hay Q; 1a P, - nguyén so, ¢ = 1,2, ..., n dugc goi la phan tich

nguyén so toi ti€u ctia / néu thdéa man hai diéu kién sau:
(1) P, P, ..., P, 1a n idéan nguyén t6 doi mot khac nhau cua A,
.. . pd n
(i)Vj=1,.,ntac6 Q; 2 n Q.
1=

i#]
Ta néi [ 1a idéan phdn tich duoc cia A n€u né ¢6 mot phan tich nguyén

SO.
1.1.7 Pinh ly (Pinh 1y duy nhat thtt nhat). Cho [ la mot idéan phadn tich
duoc cua A. Gid su
I=0Q1NQN...NQ,
voi /Q; = Pi;i=1,2,...nva

I=Q\NQ,N..NQ.,
voi \/Qi = P!; i =1,2,...,n la hai phdn tich nguyén so t6i tiéu cia I. Khi
do,n=n'vataco:{P,Ps,...P}={P,P, .., P}
1.1.8 Pinh nghia. Gia str / la idéan phan tich dugc ctia A, va [ = Q1N Q2N
.NQpn, VQi = P, i = 1,...,n 1a mot phan tich nguyén so t6i tiéu cua I.
Khi do, tap

{P,..., P}

doc 1ap v6i cach chon phan tich nguyén so t6i tiéu cta I va duoc goi 1a tdp
idéan nguyén to lién két cua I, ky hiéu Ass(7).
1.1.9 Pinh nghia. Gia stt [ 1a idéan phan tich dugc cia A. Cac phan tir toi
tiéu ctia Ass([) dugc goi 1a cdc idéan nguyén t6'toi tiéu cta I hay cdc idéan
nguyén té co ldp, cac idéan nguyén to lién két con lai dugc goi 1a cdc idéan

nguyén to nhiing cta I.
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1.1.10 Pinh ly (Dinh 1y duy nhat tht hai). Cho I la mét idéan phdn tich
duoc ciia A, Ass(I) ={ P, ..., P,}. Gid sir

I=0Q:1NQN..NQ,
voi/Q,=P;;i=1,2,...nva

I=Q1NQ;N..NQ,
voi \/Q' = P;;i=1,2,...,n' la hai phdn tich nguyén so 61 tiéu ciia 1. Khi
dé, véi méi i ma P la idéan nguyén t0't61 tiéu cia I thi Q; = Q) hay thanh
phdn nguyén so iing vdi idéan nguyén to co ldp cua I la xdc dinh duy nhdt
bdi I, khong phu thudc vao cdach chon phdn tich nguyén so toi tiéu.
1.1.11 DPinh ly. Moi idéan thuc su trong vanh Noether déu cé phdn tich
nguyén so, do dé cé phdn tich nguyén so toi tiéu.
1.1.12 Pinh ly (Pinh 1y co s& Hilbert). Gid su A la vanh Noether. Khi do,

vanh da thitc Alx., ...,x,] ciing la vanh Noether.

1.1.13 Vi du. Gia sit K 1a mot truong va A = K|z, y] la vanh da thic cua

cac bién z,y. Ta co:
(zy,9%) = (2,9)" N {y) = (z,4%) N (y)

12 hai phan tich nguyén so t6i tiéu cta [ = <:1:y, y2>. Lai c6, 1/ (z, y>2 =
(x,y?) = (x,y) nén Ass(I) = {(y), (z,y)}, trong d6 (y) la idéan nguyén

t6 o lap (t6i ti€u) cta I va (x,y) 1a idéan nguyén t6 nhing cta /.

Meénh dé sau dua ra moi lién hé gitta idéan nguyén so véi dia phuong héa.
Chi y, v6i S = A\ P la tap dong nhan cia A, I la idéan cua A, ta ky hiéu
Ip = S7'I.
1.1.14 Ménh dé. Gid sir Q la idéan nguyén so ciia A véi /Q = P,P €
Spec(A). Khi do:

(i) Néu P ¢ P thi Ps = Qp = Ap.

(ii) Néu P C P thi PsN A= Pva Qs = Q.
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1.2 Chiéu va do cao

1.2.1 Pinh nghia. (Chiéu Krull) Mot day giam thuc su cdc idéan nguyén t6
PyD> P, D> P, D ..D P, ciavanh A dugc goi la mot xich nguyén t6 co do
dai la n. Can trén cua do dai tit ca cac xich nguyén t6 trong A dugc goi la

chiéu Krull ctia A, hay chi€u cua vanh A. Ki hiéu la dim A.

1.2.2 Pinh nghia. Gia sit P 1a mot idéan nguyén td cua A. Chiéu cta idéan
P 1a chiéu cua vanh A/P, ky hiéu dim P. Gia st [ 1a mot idéan bat ky
cua A thi dim [/ = sup{dimP | P € V(I)}, trong d6 V (I) la tap cac idéan

nguyén to cua A chita [.

1.2.3 Pinh nghia. Gia st P 1a mot idéan nguyén td cua A. Chi€u dai 16n nhat
cuia moi day giam thuc su cic idéannguyénto P=Fy D P D> P D ... D P,
xuat phat tr P, duoc goi 1a do cao cua P, ki hiéu la ht P. Gia su [ 1a mot
idéan cia A. D9 cao cua idéan /I, ki hiéu ht I, dugc cho bdi cong thic
ht I =inf{ht P | P e V(I)}.

Meénh dé sau nhac lai mot so tinh chét cua chiéu va do cao.

1.2.4 Ménh deé. (i) Gid sit K la mét truong. Khi do, dim K|xy,...,x,] =n
va néu wm la idéan toi dai cua K|z, ...,x,) thi htm = n.

(ii) Néu (A, m) la mot vanh dia phuong thi dim A = ht m.

(iii) Cho P la mot idéan nguyén té cua vanh A, khi dé dim Ap = ht PAp =
ht P.

(iv) Trong mién phdn tich duy nhdt D, moi idéan nguyén té c¢é do cao 1
la idéan chinh.
1.2.5 Dinh ly (Pinh 1y idéan chinh cta Krull). Gid sit A la mot vanh Noether,
I la idéan thuc sy cia A sinh bdi n phdan tir. Khi dé ht(I) < n.

1.2.6 Pinh nghia. Cho () C P la cic idéan nguyén t6 cia A. Mot day céac
idéan nguyén t6 Q = Py C P, C ... P, = P sao cho P, # P,,, Vi, duoc
goi 1a mot day nguyén t6 hdo hoa giita () va P néu v6i moi ¢, khong ton tai

mot idéan nguyén t6 cheén gitta P; va P, q.
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Ta ndi rang vanh A 1a catenary néu véi moi idéan nguyén t6 () C P cua
A luon ton tai mot day nguyén t6 bao hoa gitta () va P va moi day nguyén

t0 bao hoa gitta () va P déu c6 chung do dai.

Néu A la mot vanh catenary va P € Spec(A) thitacé dim A = dim A/ P+
ht P. Vi du, vanh K|z, ..., x,] la mot vanh catenary. Dac biét, K[z, y] la
vanh catenary nén néu P € Spec(K[z,y]) 1a idéan nguyén t6 chi€u 1 thi
ht P = 1. Do d6, theo Ménh d¢ 1.2.4(iv) thi P la idéan chinh. Tu d6, ta

chiitng minh dugc két qua sau.

1.2.7 Ménh de. Gid sit 0 # I = (fo,..., fx) # Klz,y], vdi fo,...., fx €
Klx,y|, K la mot truong. Khi d6, UCLN {f;} = 1 néu va chi néu dim I =
0.

Chitng minh. (=) Vil #0nén dim [ = 1 hoac dim [/ = 0. Néu dim / =1
thi ton tai idéan nguyén t6 P sao cho I C P va dim P = 1. Vi K{z,y| la
mién phan tich duy nhat nén P la idéan chinh. Do d6 P = (q), ¢ € K|z, y].
Do d6 g f; v6imoii = 0, ..., k. Diéu nay vo 1y véi gia thiet UCLN {f;} = 1.
Vi vay dim I = 0.

(<) Gia st UCLN {f;} # 1. Khi d6 ton tai da thic bat kha quy d €
K|z, y] théa man d|f; v6i moi i = 0, ..., k. Diéu nay kéo theo I C (d). Vi
d bat kha quy nén (d) 1a idéan nguyén t6. Mat khac dim / = 0 nén (d) la
idéan toi dai. Do d6 ht (d) = 2. Vo 1y v6i Dinh ly idéan chinh ctia Krull. Do
d6 UCLN {f;} = 1. =

Gia su I 1a idéan chiéu 0 cua A. Nhan xét rang, chi c¢6 idéan toi dai 1a
idéan nguyén t6 chia I. Do do, néu A 1a vanh Noether thi I chi c6 idéan
nguyén to lién két 1a cic idéan t6i dai va khong cé idéan nguyén t6 nhing.
Hay néi cach khéc, I biéu dién duy nhat thanh giao cla céc idéan nguyén
so. Dac biét, mot idéan cua vanh K[z, y| cé phan tich nguyén so duy nhat

néu cdc da thic trong tap sinh cia né nguyén té cuing nhau.

So hoa boi trung tam hoc lieu http://www.lIrc-tnu.edu.vn/



Chuong 2

Co so Groebner

Trong chuong nay, ta nghién ctru co s¢ Groebner gidi han trong vanh da thiic
A = Klxy, 29, ..., x,] = K[z], trong d6 K 1a mot truong. Céc idéan trong A
c6 thé dugc bi€u dién bsi mot tap sinh gom hitu han cac da thiic, goi 1a co
s0. Ta c6 thé chi ra ring, v6i bat ky mot tap sinh hitu han nao ctia mot idéan
I trong A déu c6 thé diing thuat todn dé bién doi thanh mot co s& Groebner

cua [.

2.1 Thi tu tir

2.1.1 Pinh nghia. Gia st < la mot thit tu toan phan trén tap 7 tat ca cac don
thitc cta K[z]. Tht tv < dugc goi 1a thir ty tir n€u n6 thdoa man cac tinh chat
sau:

(1) Vé6imoim e T,1 < m,

(i) Néu mq1, mo,m € T ma my; < mo thi mmy < mms.

2.1.2 Bo dé. Mot thir tu toan phdn < trén T la thir tu tot khi va chi khi moi
ddy don thiic thuc sy giam:

mip > mo >1MmMg > ...
déu dirng (sau hitu han phan tir).

Chitng minh. Néu < khong la thi tu t6t thi ton tai tap con B C T sao cho B
khong ¢6 phan tlir nho nhat. LAy m4 1a phan tir tuy ¥ thuoc B. Vi B khong cé
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