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Mở đầu

Ký hiệu < là tập hợp các hàm giải tích f xác định trên một lân cận

của 0 ∈ Cn sao cho tồn tại dãy các hàm hữu tỷ {rn} ,deg rn 6 n sao

cho:|f − rn|
1

n → 0 trên một lân cận U của 0 ∈ Cn . Một ví dụ về tập < là

các hàm phân hình f =
g

h
, g và h là các hàm nguyên. Trong trường hợp

này ta có thể chọn: rn =
Tn(g)

Tn(h)
ở đây Tn(g), Tn(h) là các đa thức Taylor

bậc n của g và h. Một kết quả quan trọng của Goncar[G3] nói rằng nếu

f ∈ < thì tồn tại Wf của f là đơn trị và dãy {rn} sẽ hội tụ nhanh về f

theo độ đo trên Wf . Nội dung chính của luận văn là trình bày lại một

kết quả của Bloom nói rằng khẳng định trên của Goncar vẫn còn đúng

nếu dãy {rn} chỉ hội tụ nhanh theo dung lượng trên một tập con không

đa cực. Luận văn bao gồm phần Mở đầu, hai chương nội dung chính, Kết

luận và Tài liệu tham khảo.

Chương 1: Kiến thức chuẩn bị, trước hết trong mục 1.1 trình bày khái

quát về hàm điều hòa dưới, hàm đa điều hòa dưới. Trong các mục tiếp

theo giới thiệu dung lượng tương đối C(K,D), hội tụ theo dung lượng.

Chương 2: Chứng minh rằng khẳng định của Goncar vẫn còn đúng nếu

dãy chỉ hội tụ nhanh theo dung lượng trên một tập con không đa cực.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

1.1 Hàm đa điều hòa dưới

1.1.1 Hàm điều hòa dưới

Định nghĩa 1.1.1. Giả sử X là không gian tôpô. Hàm u: X → [−∞; +∞)

gọi là nửa liên tục trên trên X nếu với mỗi α ∈ R tập

Xα = {x ∈ X : u(x) < α}

là mở trong X. Hàm v: X → (−∞; +∞] gọi là nửa liên tục dưới trên X

nếu -v là nửa liên tục trên trên X.

Định nghĩa trên tương đương với định nghĩa mang tính địa phương sau:

Giả sử u : X → [−∞; +∞). Ta nói hàm u là nửa liên tục trên tại x ∈ X

nếu ∀ε > 0 tồn tại lân cận Ux0 của x0 trong X sao cho ∀x ∈ Ux0 ta có:

u(x) < u(x0) + ε, nếu u(x0) 6= −∞,

u(x) < −1

ε
, nếu u(x0) = −∞.

Hàm u gọi là nửa liên tục trên trên X nếu u nửa liên tục trên tại mọi

x0 ∈ X.
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Mặt khác nếu ta định nghĩa: giả sử E ⊂ X và u: E → [−∞; +∞) là hàm

trên E. Giả sử x0 ∈ E. Ta định nghĩa:

(1.1) lim
x→x0

sup
x∈E

u(x) = inf{sup{u(y) : y ∈ V }},

ở đó inf lấy trên các V chạy qua các lân cận của x0. Khi đó có thể thấy

rằng hàm u: X → [ − ∞; +∞) là nửa liên tục trên tại x0 ∈ X nếu

lim
x→x0

supu(x) 6 u(x0).

Định nghĩa 1.1.2.

Giả sử Ω là tập mở trong C. Hàm u: Ω → [ − ∞; +∞) gọi là điều hòa

dưới trên Ω nếu nó nửa liên tục trên trên Ω và thỏa mãn bất đẳng thức

dưới trung bình trên Ω, nghĩa là với mọi ω ∈ Ω tồn tại τ > 0 sao cho với

mọi 0 6 r < τ ta có:

u(ω) 6
1

2π

2π∫
0

u(ω + reit)dt

Chú ý: Với định nghĩa trên thì hàm đồng nhất −∞ trên Ω được xem là

hàm điều hòa dưới trên Ω. Ta kí hiệu tập các hàm điều hòa dưới trên Ω

là SH(Ω). Sau đây là các ví dụ đáng chú ý về hàm điều hòa dưới.

Bổ đề 1.1.3. Nếu f: Ω → C là hàm chỉnh hình trên Ω thì log |f | là hàm

điều hòa dưới trên Ω.

Chứng minh: Trường hợp f ≡ 0 trên Ω thì kết quả là rõ ràng. Giả sử

f 6= 0 trên Ω. Giả sử ω ∈ Ω, nếu f(ω) 6= 0 thì chọn τ > 0 sao cho f 6= 0

trên B(ω, τ) = { z ∈ Ω : |z − ω| < τ} . Khi đó log |f | là hàm điều hòa

trên B(ω, τ) = { z ∈ Ω : |z − ω| < τ} nên (1.1) được thỏa mãn với dấu

đẳng thức. Trường hợp f(ω) = 0, khi đó log |f(ω)| = −∞ và do đó (1.1)
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luôn đúng.

Bổ đề 1.1.4. Giả sử u,v là các hàm điều hòa dưới trên tập mở Ω trong C.

Khi đó:

(i) max(u,v) là hàm điều hòa dưới trên Ω.

(ii) Tập các hàm điều hòa dưới trên Ω là một nón, nghĩa là nếu u, v ∈

SH(Ω);α, β > 0 thì αu+ βv ∈ SH(Ω).

Định lý 1.1.5. Giả sử u là hàm điều hòa dưới trên miền bị chặn Ω trên

C. Khi đó:

(i) Nếu u đạt cực đại toàn thể tại một điểm trên Ω thì u là hằng số trên

Ω.

(ii) Nếu lim
z→ς

supu(z) 6 0 đối với mọi ς ∈ ∂Ω thì u 6 0 trên Ω

Chứng minh

(i) Giả sử u nhận giá trị cực đại M tại điểm z0 ∈ Ω.

Đặt A = {z ∈ Ω : u(z) < M} ;B = {z ∈ Ω : u(z) = M}. Khi đó A là tập

mở vì u là hàm nửa liên tục trên. Từ bất đẳng thức dưới trung bình ta

thấy B cũng là tập mở. Ta có Ω = A ∪B,A ∩B = φ. Do đó hoặc A = Ω

và B = Ω. Nhưng theo giả thiết B 6= φ nên B = Ω và (i) được chứng

minh.

(ii) Mở rộng u lên Ω nhờ đặt u(ς) = lim
z→ς

supu(z), (ς ∈ ∂Ω). Do Ω là

tập compact nên u đạt cực đại tại ω ∈ Ω. Nếu ω ∈ ∂Ω thì do giả thiết

u(ω) 6 0. Do đó u 6 0 trên Ω.

Trường hợp ω ∈ Ω thì theo (i) u là hằng số trên Ω. Do đó nó là hằng số

trên Ω, vậy thì u 6 0 trên Ω.
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Sau đây là tiêu chuẩn nhận biết khi nào một hàm nửa liên tục trên là hàm

điều hòa dưới.

Định lý 1.1.6. Giả sử Ω là tập mở trong C. Khi đó các phát biểu sau là

tương đương:

(i) u là hàm điều hòa dưới trên Ω.

(ii) Với mọi ω ∈ Ω, tồn tại τ > 0 sao cho ∆(ω, τ > 0) ⊂ Ω và với mọi

0 6 r < τ, 0 6 t < 2π ta có:

u(ω + reit) 6
1

2π

2π∫
0

τ 2 − r2

τ 2 − 2τr cos(θ − t) + r2
u(ω + τeiθ)dθ.,

ở đó ∆(ω, τ > 0) = { z ∈ Ω : |z − ω| 6 τ} là đĩa đóng tâm ω bán

kính τ .

(iii) Với mọi miền D compact tương đối trong Ω và h là hàm điều hòa trên

D, liên tục trên D thỏa mãn:

lim
z→ς

sup(u− h)(z) 6 0(ς ∈ ∂D) ta có u 6 h trên D.

Hệ quả 1.1.7. Nếu u là hàm điều hòa dưới trên tập mở Ω và nếu ∆(ω, τ) ⊂

Ω thì:

u(ω) 6
1

2π

2π∫
0

u(ω + τeiθ)dθ .

Định lý 1.1.8. Giả sử u ∈ C2(Ω), khi đó u là hàm điều hòa dưới trên Ω

khi và chỉ khi ∆u ≥ 0, ở đó ∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
là Laplace của u.

Chứng minh. Giả sử ∆u > 0 trên Ω. Lấy D là miền compact tương đối

trong Ω và h điều hòa trên D, liên tục trên D sao cho:

lim
z→ς

sup(u− h)(z) 6 0(ς ∈ ∂D) .

Với ε > 0 xác định
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