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Bảng ký hiệu

R Tập hợp số thực

N Tập hợp số tự nhiên

H Không gian Hilbret H

E Không gian Banach E

〈x, y〉 Tích vô hướng của x và y

‖x‖X Chuẩn của x trong không gian X

φ Tập rỗng

∀x Với mọi x

∃x Tồn tại x

inf
x∈X

F (x) Cận dưới lớn nhất của tập {F (x) : x ∈ X}

sup
x∈X

F (x) Cận trên nhỏ nhất của tập {F (x) : x ∈ X}

I Ánh xạ đơn vị

J Ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc J của không gian Banach E

A∗ Toán tử liên hợp của toán tử tuyến tính A

D(A) Miền xác định của toán tử A

xk → x Dãy {xk} hội tụ mạnh tới x

xk ⇀ x Dãy {xk} hội tụ yếu tới x

Fix(T ) Tập điểm bất động của ánh xạ T
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Mở đầu

Bài toán tìm nghiệm của bất đẳng thức biến phân và tìm điểm bất

động cho lớp ánh xạ không giãn đã được nhiều tác giả nghiên cứu. Cho

đến nay các bài toán này vẫn là một trong những vấn đề được sự quan

tâm của nhiều nhà toán học ở trong nước cũng như trên thế giới.

Trong phạm vi đề tài luận văn chúng tôi sử dụng một số phương pháp

hiệu chỉnh bất đẳng thức biến phân cũng như phương pháp tìm điểm

bất động để kết hợp giữa thuật toán hiệu chỉnh nguyên lý bài toán phụ

cho bất đẳng thức biến phân nhằm giải quyết bài toán: Tìm nghiệm của

bất đẳng thức biến phân là điểm bất động chung cho họ vô hạn các ánh

xạ không giãn trong không gian Hilbert.
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Chương 1

Một số khái niệm và kiến thức

chuẩn bị

1.1 Bất đẳng thức biến phân trong không gian

Hilbert

Trong phần này chúng tôi nêu bài toán, trình bày điều kiện tồn tại

nghiệm và phương pháp nguyên lý bài toán phụ để tìm nghiệm bất đẳng

thức biến phân.

1.1.1 Bất đẳng thức biến phân cổ điển

Trong luận văn chúng ta luôn giả thiết H là không gian Hilbert thực

với tích vô hướng và chuẩn được ký hiệu tương ứng là 〈., .〉 và ‖.‖. Cho
C là một tập con lồi đóng trong H. Ánh xạ F từ C vào H là một ánh

xạ liên tục. Bất đẳng thức biến phân cổ điển của ánh xạ đơn trị được

phát biểu như sau:

Tìm x∗ ∈ C sao cho:

〈F (x∗), x− x∗〉 ≥ 0, ∀x ∈ C. (1.1)

Tập những điểm x∗ thỏa mãn (1.1) được gọi là nghiệm của bài toán

và ký hiệu là V I(F,C).

Bất đẳng thức biến phân cổ điển (1.1) có mối quan hệ mật thiết với

nhiều bài toán khác nhau trong đó có bài toán điểm bất động.
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• Bài toán điểm bất động

Cho C là một tập lồi đóng khác rỗng trong không gian Hilbert H và

T : C → C là một ánh xạ liên tục. Bài toán điểm bất động của ánh xạ

đơn trị được phát biểu như sau:

Tìm x∗ ∈ C sao cho:

x∗ = T (x∗). (1.2)

Mệnh đề sau đây cho biết mối quan hệ giữa bài toán điểm bất động

với bất đẳng thức biến phân cổ điển.

Mệnh đề 1.1. Cho C là một tập lồi khác rỗng trong không gian Hilbert

H và T : C → C là một ánh xạ liên tục. Nếu ánh xạ F xác định bởi

F (x) := x−T (x) ∀x ∈ C thì bài toán điểm bất động (1.2) tương đương

với bất đẳng thức biến phân cổ điển (1.1).

Sự tồn tại nghiệm của bất đẳng thức biến phân cổ điển (1.1) phụ

thuộc vào hàm F và miền ràng buộc C. Định lý sau cho ta biết điều

kiện tồn tại nghiệm của bài toán (1.1) trong không gian Hilbert.

Định lý 1.1. Cho C là một tập lồi, compact của không gian Hilbert H

và F : C → H là một ánh xạ liên tục trên C. Khi đó bài toán (1.1) tồn

tại ít nhất một nghiệm x∗ ∈ C.
Trong Định lý 1.1 cần tập C phải là một tập compact. Khi tập C

không phải là tập compact thì bài toán (1.1) vẫn tồn tại nghiệm khi

điều kiện bức sau được thỏa mãn. Cụ thể ta có định lý sau.

Định lý 1.2. Cho C là một tập lồi đóng khác rỗng trong không gian

Hilbert H và F : C → H là một ánh xạ liên tục trên C. Giả sử tồn tại

một tập compact U khác rỗng thuộc C sao cho: với mọi u ∈ C \ U , tồn

tại v ∈ U thỏa mãn 〈F (u), u− v〉 > 0. Khi đó, bất đẳng thức biến phân

cổ điển (1.1) có ít nhất một nghiệm.

Thông thường nghiệm của bất đẳng thức không phải là duy nhất.

Tuy nhiên vẫn có điều kiện để đảm bảo cho sự duy nhất của nghiệm.
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Ta giả sử rằng x1 và x2 là hai nghiệm khác nhau của bài toán (1.1). Khi

đó ta có:

x1 ∈ C : 〈F (x1), x− x1〉 ≥ 0, ∀x ∈ C và

x2 ∈ C : 〈F (x2), x− x2〉 ≥ 0, ∀x ∈ C.

Trong bất đẳng thức thứ nhất ta chọn x = x2 và trong bất đẳng thức

thứ 2 ta chọn x = x1, sau đó cộng vế tương ứng của hai bất đẳng thức

ta được:

〈F (x1)− F (x2), x1 − x2〉 ≤ 0.

Do đó điều kiện đủ để bài toán (1.1) có nghiệm duy nhất là:

〈F (x1)−F (x2), x1−x2〉 > 0, ∀x1, x2 ∈ C, x1 6= x2. (1.3)

Từ điều kiện (1.3) suy ra bất đẳng thức biến phân cổ điển (1.1) có

nghiệm duy nhất. Điều kiện (1.3) được gọi là điều kiện đơn điệu chặt.

1.1.2 Phương pháp nguyên lý bài toán phụ tìm nghiệm bất

đẳng thức biến phân

Trong phần trên chúng ta trình bày sự tồn tại nghiệm của bất đẳng

thức biến phân cổ điển trong không gian Hilbert. Trong phần này ta sẽ

trình bày phương pháp nguyên lý bài toán phụ để tìm nghiệm bất đẳng

thức biến phân. Trước hết chúng ta nhắc lại một số khái niệm sau:

Cho H là một không gian Hilbert thực, C là một tập lồi đóng khác

rỗng của H và F : C → H là một ánh xạ từ C vào H.

• Ánh xạ F được gọi là đơn điệu trên C nếu với ∀x, y ∈ C ta có:

〈F (x)− F (y), x− y〉 ≥ 0 ;

• Ánh xạ F được gọi là giả đơn điệu trên C nếu với ∀x, y ∈ C ta có:

〈F (y), x− y〉 ≥ 0 suy ra 〈F (x), x− y〉 ≥ 0 ;

• Ánh xạ F được gọi là h-liên tục trên C nếu F (x + ty) ⇀ F (x) khi

t→ 0+ với ∀x, y ∈ C ;

• Ánh xạ F được gọi là L-liên tục Lipschitz trên C, nếu tồn tại ,một

hằng số L > 0 sao cho với ∀x, y ∈ C ta có ‖F (x)−F (y)‖ ≤ L‖x− y‖ .
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• Cho X là một tập con lồi đóng trong H. Một ánh xạ T của X vào

H được gọi là không giãn trên X, nếu ánh xạ T : X → X thỏa mãn

điều kiện sau: ‖T (x)− T (y)‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C.

• Ánh xạ F được gọi là a-đơn điệu mạnh trên C nếu tồn tại một hằng

số a > 0 sao cho với ∀x, y ∈ C ta có: 〈F (x)−F (y), x− y〉 ≥ a‖x− y‖2.
• Ánh xạ F được gọi là a-ngược đơn điệu mạnh trên C nếu tồn tại một

hằng số a > 0 sao cho với ∀x, y ∈ C ta có:

〈F (x)− F (y), x− y〉 ≥ a‖F (x)− F (y)‖2.
Dễ dàng thấy rằng ánh xạ F là a-ngược đơn điệu mạnh thì ánh xạ F

là một ánh xạ đơn điệu và liên tục Lipschitz. Sau đây là phương pháp

nguyên lý bài toán phụ để tìm nghiệm cho bất đẳng thức biến phân cổ

điển trong không gian Hilbert.

Phương pháp nguyên lý bài toán phụ được G.Cohen [5] giới thiệu lần

đầu vào năm 1980 khi nghiên cứu bài toán tối ưu. Năm 1988, Cohen [5]

vận dụng nguyên lý bài toán phụ để xác định nghiệm cho bất đẳng thức

biến phân cổ điển. Để trình bày kết quả đó trước hết chúng ta trình bày

phương pháp nguyên lý bài toán phụ tổng quát.

Cho C là một tập lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert H và

J là một phiến hàm lồi trên H.

Giả thiết 4
Ta nói rằng phiếm hàm J thỏa mãn giả thiết 4 nếu với mọi dãy

{uk}k∈N ⊂ C sao cho ‖uk‖ → +∞ thì J(uk)→ +∞.
Hiển nhiên phiếm hàm J thỏa mãn giả thiết 4 nếu C là một tập bị

chặn. Ta ký hiệu J ′(u) là đạo hàm Gâteaux của phiếm hàm J tại u. Ta

xét bài toán tối ưu sau:

Tìm u∗ ∈ C sao cho:

J(u∗) = min
u∈C

J(u), (1.4)

ở đây J là phiếm hàm lồi, liên tục và khả vi Gâteaux. Bổ đề sau đây

cho ta biết sự tồn tại nghiệm của bài toán cực trị (1.4).
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