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Líi nâi �¦u

H m sinh l  mët cæng cö m¤nh trong vi»c gi£i mët sè b i to¡n tê
hñp. Hìn núa, ph÷ìng ph¡p h m sinh công câ nhi·u ùng döng trong c¡c
ngh nh kh¡c cõa to¡n håc. Möc �½ch cõa luªn v«n l  tr¼nh b y mët sè
ki¸n thùc cì b£n ph÷ìng ph¡p h m sinh, chõ y¸u thæng qua mët sè v§n
�· trong ch÷ìng tr¼nh to¡n trung håc phê thæng.

Luªn v«n chia l m hai ch÷ìng, Ch÷ìng 1 tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc
cì b£n v· ph²p �¸m v  c¡c nguy¶n lþ cì b£n cõa ph²p �¸m. Nëi dung
ch½nh cõa Ch÷ìng 2 l  nhúng ph÷ìng ph¡p h m sinh v  ùng döng cì
b£n cõa ph÷ìng ph¡p h m sinh khi gi£i mët sè lîp b i to¡n tê hñp trong
ch÷ìng tr¼nh to¡n trung håc phê thæng.

Luªn v«n n y �÷ñc ho n th nh d÷îi sü h÷îng d¨n khoa håc cõa GS.
TSKH. H  Huy Kho¡i. Tæi xin �÷ñc tä láng c£m ìn ch¥n th nh nh§t
tîi th¦y v· sü gióp �ï nhi»t t¼nh tø khi x¥y düng �· c÷ìng, vi¸t v  ho n
th nh luªn v«n.

Tæi xin �÷ñc c£m ìn ch¥n th nh nh§t tîi Tr÷íng �¤i håc Khoa håc
Th¡i Nguy¶n, nìi Tæi �¢ nhªn �÷ñc mët håc v§n sau �¤i håc c«n b£n
v  xin c£m ìn gia �¼nh, �çng nghi»p �¢ c£m thæng, chia s´, õng hë v 
gióp �ï trong xuèt thíi gian Tæi håc cao håc v  vi¸t luªn v«n.

Líi cuèi Tæi xin chóc sùc khäe c¡c th¦y cæ gi¡o v  �çng nghi»p.
Tæi xin ch¥n th nh c£m ìn!

Th¡i Nguy¶n, ng y 28 th¡ng 04 n«m 2013
Ng÷íi thüc hi»n
Vã V«n Vi»t
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc cì sð

Trong ch÷ìng n y, tr÷îc ti¶n chóng ta giîi thi»u mët sè ph÷ìng ph¡p
cì b£n th÷íng dòng trong mët lîp b i to¡n quan trång cõa tê hñp l 
b i to¡n �¸m. Trong nhúng ph÷ìng ph¡p �â, ph÷ìng ph¡p h m sinh s³
�÷ñc giîi thi»u chi ti¸t ð Ch÷ìng 2.

1.1 Ph²p �¸m. C¡c nguy¶n lþ cì b£n cõa ph²p �¸m

�ành ngh¾a 1.1.1. Tªp húu h¤n, væ h¤n

i) Mët tªp hñp A �÷ñc gåi l  húu h¤n v  câ n ph¦n tû n¸u tçn
t¤i mët song ¡nh giúa A v  tªp hñp con {1, 2, ..., n} cõa N. Ta vi¸t
|A| = n.

ii) N¸u A khæng húu h¤n, ta nâi A væ h¤n.

Bê �· 1.1.2. Nguy¶n lþ bò trø

Gi£ sû B l  mët tªp con cõa tªp hñp húu h¤n A. Gåi CA(B) l 
ph¦n bò cõa B trong A. Khi §y ta câ

|A| = |B|+ |CA(B)|.

�ành lþ 1.1.3. Gi£ sû A, B l  c¡c tªp hñp húu h¤n. N¸u tçn t¤i mët
�ìn ¡nh tø A v o B v  mët �ìn ¡nh tø B v o A th¼ A v  B câ còng sè
ph¦n tû.

Nguy¶n lþ cëng N¸u tªp hñp húu h¤n C l  hñp cõa n tªp �æi mët
ríi nhau C1, C2, ..., Cn th¼:

|C| = |C1|+ ...+ |Cn|.
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�ành ngh¾a 1.1.4. T½ch Descartes cõa hai tªp hñp A, B kþ hi»u bði
AxB l  tªp hñp t§t c£ c¡c c°p thù tü (a, b) vîi a ∈ A, b ∈ B.

Nguy¶n lþ nh¥n: N¸u A v  B l  hai tªp hñp húu h¤n th¼ AxB công
húu h¤n v  ta câ

|A.B| = |A|.|B|

�ành ngh¾a v· t½ch Descartes v  nguy¶n lþ nh¥n tr¶n �¥y câ thº mð rëng
cho nhi·u tªp hñp. Nguy¶n lþ nh¥n câ thº ph¡t biºu mët c¡ch kh¡c nh÷
sau:
Gi£ sû mët qu¡ tr¼nh câ thº �÷ñc thüc hi»n qua hai cæng �o¤n: cæng
�o¤n I câ n1 c¡ch thüc hi»n, cæng �o¤n II (sau khi thüc hi»n I) câ n2
c¡ch thüc hi»n. Khi �â câ n1.n2 c¡ch thüc hi»n qu¡ tr¼nh �â.
Nguy¶n lþ th¶m bît: Vîi hai tªp húu h¤n A, B b§t ký ta câ

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

1.2 C¡c �èi t÷ñng tê hñp v  c¡c sè tê hñp

1.2.1 Hå c¡c tªp con cõa mët tªp hñp E

P (E) = {A|A ⊆ E}

M»nh �· 1.2.1.
|P (E)| = 2|E|

1.2.2 Ch¿nh hñp cõa n ph¦n tû chån k

(hay ch¿nh hñp chªp k cõa n ph¦n tû)
Cho E = {a1, a2, ..., an}. Ch¿nh hñp cõa n ph¦n tû chån k l  mët bë s­p
thù tü gçm k ph¦n tû (ai1, ..., aik).
Sè c¡c ch¿nh hñp chªp k cõa n ph¦n tû �÷ñc kþ hi»u l  Ak

n. Ta câ

Ak
n = n(n− 1)..(n− k + 1) =

n!

(n− k)!
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1.2.3 Tê hñp cõa n ph¦n tû chån k

Cho E = {a1, a2, ..., an}. Tê hñp cõa n ph¦n tû chån k l  mët bë
khæng s­p thù tü gçm k ph¦n tû {ai1, ..., aik}. Nâi c¡ch kh¡c, �â l  mët
tªp con gçm k ph¦n tû.
Sè c¡c tê hñp chªp k cõa n ph¦n tû �÷ñc kþ hi»u l  Ck

n. Ta câ

Ck
n =

n(n− 1)..(n− k + 1)

k!
=

n!

k!(n− k)!
.

1.2.4 Ho¡n và

Cho E = {a1, a2, ..., an}. Mët ho¡n và cõa E l  mët c¡ch x¸p c¡c ph¦n
tû cõa E theo mët thù tü n o �â. Nâi c¡ch kh¡c, �â ch½nh l  ch¿nh hñp
cõa n ph¦n tû chån n. Sè c¡c ho¡n và cõa n ph¦n tû kþ hi»u l  Pn. Ta
câ Pn = n!.

1.2.5 Ch¿nh hñp l°p

Cho E = {a1, a2, ..., an}. Ch¿nh hñp l°p cõa n ph¦n tû chån k l  mët
bë s­p thù tü gçm k ph¦n tû (ai1, ..., aik), trong �â cho ph²p l§y l°p l¤i.
Sè c¡c ch¿nh hñp chªp k cõa n, theo quy t­c nh¥n, b¬ng nk.

1.2.6 Tê hñp l°p

Cho E = {a1, a2, ..., an}. Tê hñp l°p cõa n ph¦n tû chån k l  mët bë
khæng s­p thù tü gçm k ph¦n tû {ai1, ..., aik}, trong �â cho ph²p l§y l°p
l¤i. Nâi c¡ch kh¡c, �â l  mët �a tªp hñp gçm k ph¦n tû l§y tø E (ta hiºu
�a tªp hñp l  tªp hñp m  trong �â méi ph¦n tû câ thº �÷ñc kº nhi·u
l¦n).
Sè c¡c tê hñp l°p chªp k cõa n ph¦n tû �÷ñc kþ hi»u l  Hk

n. Ta câ

Hk
n = Ck

n+k−1.

1.2.7 Ho¡n và l°p

X²t �a tªp hñp E(r1, r2, ..., rs) câ n ph¦n tû, trong �â ph¦n tû a1 câ
r1 phi¶n b£n, ph¦n tû a2 câ r2 phi¶n b£n, ..., ph¦n tû as câ rs phi¶n b£n.
r1 + r2 + ... + rs = n. Mët c¡ch x¸p c¡c ph¦n tû cõa E theo thù tü n o
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�â �÷ñc gåi l  mët ho¡n và l°p cõa n ph¦n tû cõa E.

Sè ho¡n và l°p cõa �a tªp hñp E(r1, r2, ..., rs) b¬ng
n!

r1!...rs!
.

Bê �· 1.2.2. (T½nh ch§t h» sè nhà thùc)

Ck−1
n + Ck

n = Ck
n+1.

�ành lþ 1.2.3. (Nhà thùc Newton)

(x+ y)n = C0
nx

n + C1
nx

n−1y + ...+ Cn
ny

n.

1.3 C¡c ph÷ìng ph¡p �¸m n¥ng cao

Cì sð cõa ph²p �¸m l  �ành ngh¾a ph²p �¸m, c¡c nguy¶n lþ �¸m v 
c¡c sè tê hñp (l  c¡c sè th÷íng n£y sinh mët c¡ch tü nhi¶n trong c¡c
b i to¡n �¸m). Tuy nhi¶n, vîi c¡c cæng cö cì sð tr¶n, chóng ta th÷íng
ch¿ gi£i �÷ñc nhúng b i to¡n ð d¤ng �ìn gi£n nh§t. Vîi c¡c b i to¡n câ
y¶u c¦u phùc t¤p hìn, c¦n �¸n c¡c ph÷ìng ph¡p �¸m n¥ng cao.
Câ nhi·u ph÷ìng ph¡p �¸m n¥ng cao düa tr¶n c¡c n·n t£ng lþ thuy¸t
kh¡c nhau. V½ dö ph÷ìng ph¡p song ¡nh düa v o lþ thuy¸t tªp hñp v 
¡nh x¤, ph÷ìng ph¡p th¶m bît công düa v o lþ thuy¸t tªp hñp (cö thº
l  têng qu¡t hâa cõa cæng thùc |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|), ph÷ìng
ph¡p quÿ �¤o düa v o mët �ành lþ cì b£n v· sè �÷íng �i ng­n nh§t giúa
hai �iºm cõa l÷îi nguy¶n, ph÷ìng ph¡p quan h» �» quy düa v o þ t÷ðng
quy n¤p, ph÷ìng ph¡p h m sinh sû döng c¡c ki¸n thùc têng hñp cõa �¤i
sè v  gi£i t½ch ...
D÷îi �¥y, chóng ta s³ giîi thi»u sì l÷ñc mët sè ph÷ìng ph¡p �¸m n¥ng
cao.

1.3.1 Ph÷ìng ph¡p quan h» �» quy.

Ph÷ìng ph¡p quan h» �» quy l  ph÷ìng ph¡p gi£i b i to¡n vîi n �èi
t÷ñng thæng qua vi»c gi£i b i to¡n t÷ìng tü vîi sè �èi t÷ìng ½t hìn b¬ng
c¡ch x¥y düng c¡c quan h» n o �â, gåi l  quan h» �» quy. Sû döng quan
h» n y, ta câ thº t½nh �÷ñc �¤i l÷ñng c¦n t¼m n¸u chó þ r¬ng vîi n nhä,
b i to¡n luæn câ thº gi£i mët c¡ch d¹ d ng.
Ta minh håa ph÷ìng ph¡p n y thæng qua mët sè v½ dö:
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V½ dö 1.3.1. (B i to¡n chia kµo cõa Euler) Cho k, n l  c¡c sè nguy¶n
d÷ìng. T¼m sè nghi»m nguy¶n khæng ¥m cõa ph÷ìng tr¼nh

x1 + x2 + ...+ xn = k (1.1)

Gi£i. Gåi sè nghi»m nguy¶n khæng ¥m cõa ph÷ìng tr¼nh tr¶n l 
S(n, k). D¹ d ng th§y r¬ng S(1, k) = 1. �º t½nh S(n, k), ta chó þ r¬ng
(1.1) t÷ìng �÷ìng vîi

x1 + ...+ xn−1 = k − xn (1.2)

Suy ra vîi xn cè �ành th¼ sè nghi»m cõa (1.2) l  S(n− 1, k− xn). Tø �â
ta �÷ñc cæng thùc

S(n, k) = S(n− 1, k) + S(n− 1, k − 1) + ...+ S(n− 1, 0).

�¥y câ thº coi l  cæng thùc truy hçi t½nh S(n, k). Tuy nhi¶n, cæng thùc
n y ch÷a thªt ti»n lñi. Vi¸t cæng thùc tr¶n cho (n, k − 1) ta �÷ñc

S(n, k − 1) = S(n− 1, k − 1) + S(n− 1, k − 2) + ...+ S(n− 1, 0).

Tø �¥y, trø c¡c �¯ng thùc tr¶n v¸ theo v¸, ta �÷ñc

S(n, k)− S(n, k − 1) = S(n− 1, k)

Hay
S(n, k) = S(n, k − 1) + S(n− 1, k).

Tø cæng thùc n y, b¬ng quy n¤p ta câ thº chùng minh �÷ñc r¬ng

S(n, k) = Ck
n+k−1.

V½ dö 1.3.2. Câ bao nhi¶u x¥u nhà ph¥n �ë d i n trong �â khæng câ
hai bit 1 �ùng c¤nh nhau?
Gi£i. Gåi cn l  sè x¥u nhà ph¥n �ë d i n thäa m¢n �i·u ki»n �¦u b i.

Ta câ c1 = 2, c2 = 3. �º t¼m cæng thùc truy hçi, ta x¥y düng x¥u nhà
ph¥n �ë d i n thäa m¢n �i·u ki»n �¦u b i câ d¤ng anan−1an−2......a2a1.
Câ hai tr÷íng hñp

i) an = 1. Khi �â an−1 = 0 v  an−2......a2a1 câ thº chån l  mët x¥u
b§t ký �ë d i n − 2 thäa �i·u ki»n. Câ cn−2 x¥u nh÷ vªy, suy ra
tr÷íng hñp n y câ cn−2 x¥u.
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ii) an = 1. Khi �â an−1......a2a1 câ thº chån l  mët x¥u b§t ký �ë
d i n − 1 thäa �i·u ki»n. Câ cn−1 x¥u nh÷ vªy, suy ra tr÷íng hñp
n y câ cn−1 x¥u.

Vªy têng cëng x¥y düng �÷ñc cn−1 + cn−2 x¥u, ngh¾a l  ta câ h» thùc
truy hçi

cn = cn−1 + cn−2.

1.3.2 Ph÷ìng ph¡p th¶m bît

Ta x²t b i to¡n thüc t¸ sau:

V½ dö 1.3.3. Rót ng¨u nhi¶n 13 qu¥n b i tø bë b i 52 qu¥n. T½nh x¡c
su§t �º trong 13 qu¥n �â câ �tù quþ�.

Gi£i. Câ C13
52 c¡ch rót 13 qu¥n b i tø bë b i 52 qu¥n. Ta c¦n t¼m sè

c¡ch rót trong �â câ 4 qu¥n b i gièng nhau (v· sè!).
Tr÷îc h¸t ta �¸m sè c¡ch rót câ �tù quþ� A. Rã r ng câ C9

48 c¡ch rót
nh÷ vªy (l§y 4 con A v  9 con b§t ký tø 48 con cán l¤i). Vîi c¡c qu¥n
b i kh¡c công vªy. V¼ câ 13 qu¥n b i kh¡c n¶n sè c¡ch rót l  câ tù quþ
l  13. C9

48.
Trong líi gi£i tr¶n, chóng ta �¢ �¸m l°p. Cö thº l  nhúng c¡ch rót b i
câ hai tù quþ, ch¯ng h¤n tù quþ K v  tù quþ A �÷ñc �¸m hai l¦n: mët
l¦n ð tù quþ A v  mët l¦n ð tù quþ K. Nh÷ng ta �ang �¸m khæng ph£i
l  sè tù quþ m  l  sè l¦n g°p tù quþ. Nh÷ th¸, nhúng l¦n �¸m l°p �â
ph£i trø �i. D¹ th§y, sè c¡ch rót câ tù quþ K v  A s³ l  C5

44. Lþ luªn
ti¸p töc nh÷ th¸, ta câ con sè ch½nh x¡c c¡ch rót câ tù quþ l :

13.C9
48 − C2

13.C
5
44 + C3

13C
1
40

v  x¡c su§t c¦n t¼m b¬ng

P = (13.C9
48 − C2

13C
5
44 + C3

13C
1
40)/C

13
52 = 0.0342.

�ành lþ 1.3.4. Vîi n tªp hñp A1, ..., An b§t ký ta câ cæng thùc

|A1 ∪ ... ∪ An| =
∑
|Ai| −

∑
|Ai ∪ Aj|+ ...+ (−1)n−1|A1 ∩ ... ∩ An|.

V½ dö 1.3.5. Câ bao nhi¶u c¡ch x¸p 8 con xe l¶n b n cí quèc t¸ �¢ bà
g¤ch �i mët �÷íng ch²o ch½nh sao cho khæng câ con n o «n con n o?
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