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MG dau

Phuong trinh Monge-Ampere elliptic 1a mot phuong trinh dao ham
rieng co dien. N6 thuoc 16p phuong trinh cap hai phi tuyén hoan toan,
song c¢6 nhieu tng dung trong ly thuyét va thuc té.

Nghiém co dién clia phuong trinh nay thuoc 16p C?, song nghiém nay
khong ton tai khi vé phai duge mé rong. Nguoi ta da dua vao 16p nghiem
suy rong clia phuong trinh trong dé nghiém chi can doi héi 13 mot ham 10i
va lién tuc.

Luan van trinh bay vé 16p nghiém suy rong nay. Tai lieu chi yéu dua

tren Chuong I ctia tai liéu [1] Luan van gom hai chuong.

Chuong I trinh bay khai niém duéi vi phan ctia ham 161, tir d6 xay dung
do do Borel sinh ra bdéi ham 10i, khai niém nghiém suy rong ctia phuong
trinh Monge-Ampere elliptic. Nghiém suy rong nay chi can 14 mot ham 16i
lién tuc ma do do Borel sinh ra bdi dudi vi phan ctia né trung véi do do
sinh ra bdi ham s6 & vé phai clia phuong trinh. Chuong nay ciing trinh
bay cac Nguyen li cuc dai va Nguyen 1i so sanh déi v6i nghiém suy rong.

Chuong II trinh bay cadc dinh 1y vé ton tai va duy nhat clia nghiém
suy rong doi v6i bai toan Dirichlet cho cac truong hgp phuong trinh thuan
nhat v phuong trinh khong thuan nhat. Luan van da trinh bay 16p nghiém
nhét clia phuong trinh nay, dong thoi chiing minh ring 16p nghiém nhét
trung véi 16p nghiém suy rong duge dua vao xét trong chuong I. Nghiém
nhét cia phuong trinh Monge-Ampere elliptic ciing duge doi héi 1a mot
ham lién tuc va can phai théa man cac bat phuong trinh tuong ting ddi

v6i cac ham thit 1a cAc ham s6 bac hai 161 chat.
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Chuong 1

Mot 16p nghiém suy rong cua
phuong trinh Monge-Ampeére
elliptic

1.1 Duéi vi phan ctia ham 16i

Cho Q la tap con md cia R" va u(x) 1a ham s6 xac dinh trén  va
nhan gia tri thuc. Cho zy € Q. Mot siéu phang tua ctia ham u tai diém
(20, u(x0)) 1a ham afin I(z) = u(zo) + p.(x — x0), sao cho u(z) > I(z) véi
moi z € Q.

1.1.1 Dinh nghia
Dinh nghia 1.1. Dudi vi phan cia ham u tei diém xo € Q la tap hop
duogc dinh nghia bdi
ou(xg) = {p € R u(x) > u(x) + p.(x — ), Vr € Q}.
Cho E C Q, ta dinh nghia Ou(E) = UzepOu(x).

Tap Ou(xg) c6 thé réng. Dat S = {z € Q: du(x) # 0}. Néuu € CH(Q)
va xg € S, thi du(xg) = Du(xp) 1a gradient cia u tai zp, nghia 1a néu
u kh& vi tai xp thi dudi vi phan ciia n6 chinh la gradient Du(x). Néu
u € C*(02) va z € S thi ma tran Hessian clia u 1a xac dinh khong am, do
dé6 D*u(x) > 0. Diéu nay c6 nghia la néu v la C?, thi S 1a tap hop ma
trén do do thi ctia w 1a 16i. That vay, theo Dinh 1y Taylor

u(xo+ h) = u(xg) + Du.h + % (D*u(&)h, 1),
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trong dé £ nam trong doan x¢ dén xg + h. Tu d6
u(zg + h) > u(zg) + Du(x).h
véi moi h di bé, nén Du(zg) € du(xy).

Vi du 1.1. Chiung ta sé tinh toan duéi vi phan ctia ham v c6 do thi 1a
hinh nén trong R"*. Cho Q = Bg(xg) = {z € R"; |z — x9| < R} trong
R" h > 0vau(zr) = hL};d. Do thi clia u v6i €  1a hinh nén tron xoay
huéng lén tren trong R"*1. Ta c6

hizih (< |z — x| < R,

R |x—xo|’

ou(x) =

By,/r(0), 7 = xo.

That vay, néu 0 < |x — 0| < R, thi gia tri cia du c¢6 duge bang cach
tinh gradient. Theo dinh nghia duéi vi phan, p € du(x) néu va chi néu

% x — x| > p.(x—x0), Ve € Br(xg). Néu p # 0 va ta chon z = J;O—i—R“%,
thi [p| < %. R6 rang la tu [p| < % suy ra p € Ju(zy).

1.1.2 Cac tinh chat ctia duéi vi phan

Bo6 dé 1.1. Néu Q C R" la md, u € C(Q) va K C Q la compact thi
Ou(K) la compact.

Chatng minh. Cho {py} C Ou(K) la mot day. Ta khang dinh rang p 1a bi
chan. V6i mdi k sé ton tai x; € K sao cho py € du(xy), do la

u(z) > u(zy) + pr.(x — xp), Vo € Q.

Do K la compact, K5 = {x : dist(z, K) < ¢} la compact va chita trong
Q) v6i moi § di nhd, ta c6 thé gid thiét cho day con x, — . Khi do6
x + dw € K va u(xp + dw) > u(zg) + 0pp.w v6i moi |w| = 1 va véi moi
k. Néu pp # 0 v w = e thi ta duge maxgu(z) = mingu(z) + O, vi
moi k. Do u 14 bi chan dia phuong, suy ra diéu khfmg dinh dugce chiing
minh. Do d6 ton tai pg,, — po. Ta khang dinh ring py € du(xg). Ta c6
w(x) > u(xg,) + pr,-(r — xp, ) v6i moi z €  va do u lien tuc, bang cach
cho m — oo ta dugc u(x) > u(zg) + pe.(r — o) v6i moi x € . Vay ta da
chting minh duge Bo deé. []
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Chu y 1.1. Chung ta luu ¥ 1a chitng minh & trén cho thay néu u chi 1a bi
chin dia phuong trong €2, thi Ju(F) 1a bi chan bat cit khi nao E bi chan
véi E C Q.

Chu y 1.2. Ching ta luu y 1a v6i xg € Q, tap hop du(zg) 1a 16i. Tuy
nhién, néu K 1a 16i va K C Q thi tap Ou(K) khong nhat thiét 1a 16i. Mot
vi du la cho u(x) = el va K = {r e R": || < 1,i=1,...n}. Tap
Ou(K) 1a tap hgp doi xing hinh sao quanh goc toa do 1a khong 16i.

(xem Hinh 1.1.)

Hinh 1.1

B6 dé 1.2. Néu u la ham 1oi trong Q va K C Q la compact, thi u
la Lipschitz déu trong K, tic la ton tai hing s6 C = C(u,k) sao cho
lu(z) —u(y)| < Cle—y| vdi moi x,y € K.

Chaing minh. T u 101, u c6 siéu phang tua tai bat ky x € . Cho

C = sup{lp| : p € Ou(K)}. Tt B6 dé 1.1, C < oo. Néu z € K thi
u(y) > u(z) + p.(y — ) v6i p € du(x) va véi moi y € € truong hop néu
y € K, thi u(y) — u(xz) > —|p| |y — z|. Bang cach déo ngugce vai tro z,y
ta suy ra dugc Bo deé. O
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B6 dé 1.3. ([3], trang 81) Néu Q md va u la lién tuc Lipschitz trong €
thi w la khd vi hau khdp noi trong €.

Bo6 dé 1.4. Néu u la loi hodc lom tréen ), thi w la khd vi hau khdp noi
trén Q.

Chiing minh. Suy truc tiép tit bo dé 1.2 va 1.3. O

Chu y 1.3. Két qua sau sic hon ctia Busemann-Feller-Aleksandrov khang
dinh ham 16i bat ky trong € c¢6 dao ham cap 2 hau khap noi.

Dinh nghia 1.2. Bién doi Legendre ciia ham w : Q — R la ham
u* : R" — R dinh nghia boi

w*(p) = sup(z.p — u(z))
ze)
Chu y 1.4. Néu Q bi chin va u bi chan trong 2, thi v* 14 16i trong R".
B6 dé 1.5. Néu Q la md va u la ham lien tuc trong Q, thi tap hop cdc
diém trong R"™ thuoc anh tao bdi dudt vi phan ciua hon mot diém ctia §) ¢6

do do Lebesgue bang khong. Vay la, tap hop
S={peR"z,yecQux#ypecdu(r)Ndu(y)}
¢6 do do khong. Diéu nay cing nghia la tap hop siéu phdang tiép xic vdi do
thi ctia w & hon mot diém co do do khong.
Chitng minh. Ching ta c6 thé cho rang € 1a bi chin, bdi vi néu khong
thi ta viet Q = UL, trong d6 €, C Q41 1a mé va Oy, 14 compact. Néu
p €S, thi ton tai z,y € Q, x # y va
u(z) > u(z) +p.(z2 —x),u(z) > uly) + p.(z —y) véi moi z € Q.
Tu Qy tang, z,y € €, v6i m nao doé va ré rang bat ding thic trude van
ding véi z € Q,,. Nhu vay, néu
Sm={peR":x,y € Qx#yvaped(u|Qy,)(z)Nd(u|Q,)(y)}

ta co p € Sy, tic 1a, S C U,,S,, thi ta sé chitng minh rang méi S,, c6 do
do khong.

Cho u* 1a bién doi Legendre ctia u. Theo Cht v 1.4 va Bo dé 1.4, u* 1
khé vi hau khdp noi. Cho F = {p : u* la khong kha vi tai p}. Ching ta sé

chitng minh rang
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{peR":3x,y € Q,x#y,p € du(x)Ndu(y)} C E.

That vay, néu p € du(zy) N du(xy),x; # xo, thi u*(p) = x;.p — u(xy),
i =1,2. Tacing c6 u*(z) > x;.2 —u(x;) va u*(z) > u*(p) +x;.(z — p) voi
moi 2,4 = 1,2. Do d6 néu u* kha vi tai p ta sé c6 Du*(p) = x;, i = 1,2.
nhu vay Bo dé da dugce chiing minh. O

Dinh 1y 1.1. Néu Q la md va u € C(Q), thi tap hop
S={FE CQ:0u(E) la do duoc}

la o-dai s6 Borel.
Gid st ham Mu : S — R dugce dinh nghia bdi

Mu(E) = |0u(E)|, (1.1)

trong do |Ou(E)| la do do Lebesque cia tap Ou(E). Khi d6 Mu la do do
hitu han trén cdc compact, va dugc goi la do do Monge-Ampere lién két vdi

ham .

Chaing minh. T B6 dé 1.1, 16p S chita toan bd céc tap hop con compact
ctia . Ciing vay néu F,, 1a day bat ky ciia tap con ctia  thi

OU(Up Er) = Unu(En).

Do do, néu E,, €S, m=1,2,...,thi U,E,, € S. Dic biét, ta c6 the viét
Q = U,,K,, v6i K, compact va c6 dudc Q € S. Dé chitng minh S 1a o-dai
s0 ta can ching minh rang néu E € S, thi Q\F € S. Ching ta dung cong
thiic sau c6 hiéu Iyc cho bat ky tap E C

Ou(Q\E) = (u(Q)\Ju(E)) U (du(Q\E) N du(E)).  (1.2)

Tit B6 dé 1.5, |0u(Q2\E) N du(E)| = 0 cho tap hop E bat ky. Tt (1.2) ta
duge Q\E € S khi F € S.

Gio ta thay rang Mu 1a o cong tinh. Cho {E;}.;°, la day cac tap roi nhau
trong S va tap Ou(F;) = H;. Chung ta phai ching minh

|Ou(U2 E;)| = Zl | Hj|.
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Do du(UX | E;) = U2, H;, sé cho ta thay
U Hi| =) | Hil. (1.3)
i=1

Ta ¢ BN E; =0,i#j. Tit B6 d& 1.5, |H; N H;| = 0,i # j. Ta viét
UX H; = Hy U (H\Hy) U (H3\(H2 U Hy)) U (Hy\(Hs U Hy U Hy)) U ...
Khi d6 cac tap 6 bén phai la roi nhau. Bay gic
H,=[H,N(H,.1UH, 2U...UH)]U[H\(H,-1UH, 2U..UHj)]|.
Theo B6 dé 1.5 |[H, N (H, 1 U H, U ...U H;)| = 0 va ta dugc

\H,| = |H\(H,-1 UH, 2U..UH)|.
Vi vay theo (1.3), chitng minh dinh 1y hoan tat. O
Dinh Iy 1.2. Néu u € C?(Q) la ham [0i, thi do do Monge-Ampére Mu
lien két vdi u théa man

Mu(FE) =/EdetD2u(a:)da: (1.4)

vdi mot tap hop Borel E C ().

Ching minh. Dé chiing minh (1.4), ching ta ding két qua ctia Dinh ly
Sard 1.3 bén dudi.

Thtt nhat ta chi ¥ rang tit w 1a 16i va thuoe C%(Q) thi Du 13 anh xa
mot-mot trén tap A = {z € Q : D?u(x) > 0}. Thuyc vay, cho x1, 22 € A
v6i Du(z1) = Du(xs). Do tinh 161, u(2) > u(x;) + Du(x;).(z — ;) v6i moi
z2€Qi=1,2. Tudo u(xry)—u(re) = Du(xy).(x1—29) = Du(xs)(x1—129).
Theo cong thitc Taylor ta c6 thé viét

u(r1) =
u($2)+Du($2)(l’1—$2)+f01 t(D?u(xy + t(z1 — x2)) (21 — 22), 11 — T2) dt.

Do d6 tich phan 1a khong va ham lay tich phan phai triet tieu véi 0 < ¢ < 1.
T 29 € A, kéo theo xy + t(x1 — 29) € A v6i t nhod. Do vay 21 = x9. Néu
u € C?*(Q) thi g = Du € CY(Q). Ta c6 Mu(E) = |Du(E)| va

Du(E) = Du(E N Sy) U Du(E\Sy).
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Do E C R" la tap Borel, E N Sy va E\Sy ciing la tap Borel. Do d6, bang
cong thiic ctia doi bién s6 va Dinh 13 Sard,

Mu(E) = Mu(E N Sy) + Mu(E\Sy) =

Ji\s, det D*u(z)dz = [, det D*u(x)dz,
tit do6 suy ra (1.4) O

Dinh 1y 1.3. ( Dinh Iy Sard, [4]) Cho Q@ C R" la tap md va g : Q@ — R”
la C trong Q. Néu Sy = {x € Q : det ¢’(z) = 0}, thi |g(So)| = 0, trong

do g'(x) la ma tran Jacobi cia dnh za.

Vi du 1.2. Néu u(x) 1a hinh nén ctia Vi du 1.1, thi do do Monge-Ampere
lien két voi w 1a Mu = |By, gl b4y, trong d6 ki hieu d,, la ham Dirac tai
1a thé tich hinh cau trong R" ban kinh %.

Zo, va )Bg

1.2 Nghiém suy rong cua phuong trinh Monge-Ampeére
elliptic

1.2.1 Khai niém nghiém suy rong cua phuong trinh Monge-
Ampere elliptic

Dinh nghia 1.3. Cho v la mot do do Borel xac dinh trén €0, la tap con
10i md trong R™. Ham loi u € C(2) goi la nghiem suy rong, hay la nghiém
Aleksandrov cia phuong trinh Monge-Ampeére

det D?u = v,
néu do do Monge-Ampeére Mu lién két vdi u duoc dinh nghia trong (1.1)
bang do do v.
1.2.2 CAc tinh chat

Menh dé dudi day néi rang khai niem nghiém suy rong 1a déng doi véi
gi6i han déu. D6 la, néu uy, 14 nghiem suy rong cta det D?u = v trong €2
va uy, — u déu trén tap con compact ctia €2, thi u cling 1a nghiém suy rong

ctia det D?u = v trong ).
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