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Mð �¦u

1. Lþ do chån �· t i
1.1 Cì sð l½ luªn:
To¡n håc l  mæn thº thao cõa tr½ tu», l  mæn khoa håc gióp håc sinh ph¡t
triºn n«ng lüc t÷ duy, kh£ n«ng dü �o¡n ph¥n t½ch têng hñp, ph¡t hi»n,
ti¸p thu, ghi nhî khi tr¼nh b y mët v§n �· mët c¡ch khoa håc, læ gic, ch°t
ch³.

1.2 Cì sð thüc t¸:
Trong ch÷ìng tr¼nh to¡n håc ð trung håc phê thæng th¼ �a thùc câ vai

trá v  và tr½ r§t quan trång v¼ nâ khæng nhúng l  mët �èi t÷ñng nghi¶n cùu
trång t¥m cõa �¤i sè m  cán l  mët cæng cö �c lüc cõa gi£i t½ch trong
Lþ thuy¸t x§p x¿, Lþ thuy¸t nëi suy, Lþ thuy¸t biºu di¹n. . . Trong c¡c ký
thi håc sinh giäi to¡n quèc gia, olympic to¡n khu vüc v  quèc t¸ th¼ c¡c
b i to¡n v· �a thùc công �÷ñc xem nh÷ nhúng d¤ng b i to¡n khâ ð bªc
trung håc phê thæng. Trong l¾nh vüc phùc t¤p cõa �¤i sè �èi vîi håc sinh
phê thæng th÷íng l  gi£i ph÷ìng tr¼nh, h» ph÷ìng tr¼nh bªc cao, ph¥n t½ch
c¡c �a thùc nhi·u bi¸n bªc cao th nh nh¥n tû, chùng minh c¡c �¯ng thùc
b§t �¯ng thùc chùa nhi·u bi¸n sè. . .Mët tr÷íng hñp quan trång v  th÷íng
g°p trong c¡c b i to¡n cõa c¡c l¾nh vüc nâi tr¶n l  khi c¡c bi¸n sè cõa �a
thùc câ vai trá v  và tr½ nh÷ nhau. Chóng ta gåi �a thùc trong tr÷íng hñp
n y l  �a thùc �èi xùng. Luªn v«n "�a thùc �èi xùng v  c¡c h» ph÷ìng
tr¼nh �èi xùng v  b§t �¯ng thùc li¶n quan" tr¼nh b y mët sè v§n �· li¶n
quan �¸n nhi·u b i to¡n khâ câ chùa y¸u tè �èi xùng n¸u bi¸t ¡p döng lþ
thuy¸t v· �a thùc �èi xùng s³ l m cho b i to¡n trð n¶n �ìn gi£n hìn.

Luªn v«n nh¬m giîi thi»u cì sð lþ thuy¸t cõa c¡c �a thùc �èi xùng v 
ùng döng cõa nâ trong �¤i sè sì c§p. C¡c v§n �· cõa lþ thuy¸t �÷ñc tr¼nh
b y mët c¡ch �ìn gi£n theo h÷îng quy n¤p, tø tr÷íng hñp hai bi¸n, ba
bi¸n, �¸n nhi·u bi¸n. C¡c v½ dö ¡p döng công �÷ñc tr¼nh b y tø �ìn gi£n
�¸n phùc t¤p. C¡c b i to¡n �÷ñc tr¼nh b y trong luªn v«n chõ y¸u l  c¡c
b i to¡n khâ, nhi·u b i to¡n �÷ñc tr½ch ra tø c¡c �· thi håc sinh giäi quèc
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gia, Olympic to¡n quèc t¸, IMO. . .
�· t i quan t¥m �¸n nhi·u �èi t÷ñng, trong �â ho n to n phò hñp vîi

thüc t¸ m  b£n th¥n �ang cæng t¡c.

2. Möc �½ch nghi¶n cùu
Luªn v«n "�a thùc �èi xùng v  c¡c h» ph÷ìng tr¼nh �èi xùng v  b§t

�¯ng thùc li¶n quan" nh¬m thº hi»n rã vai trá quan trång cõa �¤i sè trong
to¡n håc. Luªn v«n n y l  chuy¶n �· têng quan v· �a thùc �èi xùng thæng
qua c¡c �ành ngh¾a, �ành lþ, c¡c v½ dö v  b i tªp ¡p döng.

3. �èi t÷ñng v  ph¤m vi nghi¶n cùu
Tham kh£o v  nghi¶n cùu tø c¡c t i li»u, gi¡o tr¼nh cõa GS-TSKH

Nguy¹n V«n Mªu v  c¡c s¡ch chuy¶n �· v· �a thùc, ph÷ìng tr¼nh, h»
ph÷ìng tr¼nh v  c¡c b i b¡o to¡n håc vi¸t v· �a thùc �èi xùng, nh¬m h»
thèng c¡c d¤ng to¡n v· �a thùc �èi xùng.
Nghi¶n cùu trüc ti¸p tø c¡c t i t i li»u cõa gi¡o vi¶n h÷îng d¨n, cõa c¡c
�çng nghi»p công nh÷ c¡c b¤n håc vi¶n cao håc trong lîp.

4. Þ ngh¾a khoa håc v  thüc ti¹n cõa �· t i
T¤o �÷ñc mët �· t i phò hñp cho vi»c gi£ng d¤y, bçi d÷ïng håc sinh

trung håc phê thæng, �· t i �âng gâp thi¸t thüc cho vi»c d¤y v  håc �a
thùc �èi xùng, ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh v  b§t �¯ng thùc trong
tr÷íng phê thæng, �em l¤i ni·m �am m¶ s¡ng t¤o tø nhúng b i to¡n cì
b£n nh§t.

5. C§u tróc cõa luªn v«n
Luªn v«n gçm ph¦n mð �¦u, k¸t luªn, t i li»u tham kh£o v  3 ch÷ìng:

Ch÷ìng 1: �a thùc �¤i sè v  c¡c �a thùc �èi xùng cì b£n.
Ch÷ìng 2: H» ph÷ìng tr¼nh �èi xùng v  h» d¤ng �èi xùng.
Ch÷ìng 3: B§t �¯ng thùc li¶n quan �¸n �a thùc �èi xùng.
Dò �¢ r§t cè gng, nh÷ng chc chn nëi dung �÷ñc tr¼nh b y trong luªn
v«n khæng tr¡nh khäi thi¸u sât, em r§t mong �÷ñc sü gâp þ cõa c¡c th¦y
cæ gi¡o v  c¡c b¤n �º em ti¸p töc ho n thi»n luªn v«n.
luªn v«n n y �÷ñc ho n th nh d÷îi sü h÷îng d¨n khoa håc cõa GS. TSKH.
NGUY�N V�N M�U. Em xin �÷ñc tä láng c£m ìn ch¥n th nh nh§t tîi
Th¦y v· sü gióp �ï nhi»t t¼nh tø khi x¥y düng �· c÷ìng, vi¸t v  ho n th nh
luªn v«n. Ti¸p theo em xin ch¥n th nh c£m ìn c¡c th¦y cæ gi¡o ph£n bi»n
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�¢ �åc v  gâp þ �º em ho n thi»n luªn v«n cõa m¼nh, em xin �÷ñc c£m
ìn ch¥n th nh nh§t �¸n khoa To¡n - Tin cõa tr÷íng �¤i håc Khoa håc -
�¤i håc Th¡i Nguy¶n, nìi em �¢ nhªn �÷ñc mët håc v§n sau �¤i håc c«n
b£n.Xin c£m ìn gia �¼nh, �çng nghi»p �¢ c£m thæng chia s´, õng hë v 
gióp �ï trong thíi gian em håc cao håc v  vi¸t luªn v«n. Líi cuèi em xin
chóc sùc khäe c¡c th¦y cæ gi¡o v  �çng nghi»p.
Em xin ch¥n th nh c£m ìn.
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Ch÷ìng 1

�a thùc �¤i sè v  c¡c �a thùc �èi
xùng cì b£n

1.1 T½nh ch§t cõa �a thùc �¤i sè

�ành ngh¾a 1.1 (xem [1]-[4]). Mët �a thùc bªc n cõa ©n x l  biºu thùc
câ d¤ng:

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

trong �â, c¡c h» sè an, an−1, . . . , a0 l  nhúng sè thüc (ho°c sè phùc) v 
an 6= 0, n ∈ N.

Ta k½ hi»u:
i) Bªc cõa �a thùc Pn(x) l  degPn. Do vªy degPn (x) = n

ii) an l  h» sè cao nh§t (ch½nh) cõa �a thùc,
iii) a0 l  h» sè tü do cõa �a thùc,
iv) anxn l  h¤ng tû cao nh§t.

�ành ngh¾a 1.2 (xem [1]-[3]). Cho �a thùc

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, vîi an 6= 0.

Khi �â, α ∈ C �÷ñc gåi l  nghi»m cõa �a thùc Pn(x) n¸u Pn(α) = 0. N¸u
tçn t¤i k ∈ N, k > 1 sao cho Pn(x)

...(x− α)k v  Pn(x) 6 ...(x− α)k+1 th¼ α
�÷ñc gåi l  nghi»m bëi k cõa �a thùc Pn(x).

�°c bi»t k = 1 th¼ α �÷ñc gåi l  nghi»m �ìn, k = 2 th¼ α �÷ñc gåi l 
nghi»m k²p.

�ành lþ 1.1 (xem [1]-[3], �ành lþ Gauss). Måi �a thùc bªc n ≥ 1 tr¶n
tr÷íng C �·u câ �óng n nghi»m n¸u méi nghi»m �÷ñc t½nh mët sè l¦n b¬ng
bëi cõa nâ.
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Bê �· 1.1. C¡c nghi»m phùc thüc sü cõa ph÷ìng tr¼nh �a thùc thüc
Pn(z) = 0 xu§t hi»n theo tøng c°p nghi»m li¶n hñp.
Thªt vªy, n¸u a ∈ C l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh Pn (z) = 0 th¼ Pn(a) = 0.
Khi �â, ta câ:

0 = Pn(a) = Pn(a).

�ành lþ 1.2 (xem [1]-[3]). Måi �a thùc vîi h» sè thüc �·u câ thº biºu di¹n
d÷îi d¤ng:

Pn(x) = a0(x− α1)
n1 . . . (x− αr)

nr(x2 + p1x+ q1)
m1 . . . (x2s + psx+ qs)

ms,

trong �â,
r∑

i=1

ni+2
s∑

i=1

mi = n, p2i − 4qi < 0, i = 1, s

v 
α0, α1, . . . , αr; p1, q1, . . . ps, qs ∈ R.

Tø �ành lþ 1.2 ta câ k¸t qu£ quan trång sau �¥y.

H» qu£ 1.1. Gi£ sû Pn(x) l  �a thùc bªc n câ k nghi»m thüc, k ≤ n th¼
n v  k còng t½nh ch®n l´.

�ành lþ 1.3 (xem [1]-[4]). Méi �a thùc bªc n �·u câ khæng qu¡ n nghi»m
thüc.

1.2 C¡c t½nh ch§t cõa �a thùc �èi xùng cì b£n

�a thùc �èi xùng l  cæng cö húu hi»u �º gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh �¤i sè
bªc cao, �°c bi»t l  ph÷ìng tr¼nh h» sè �èi xùng v  ph÷ìng tr¼nh hçi quy.

�ành ngh¾a 1.3 (xem [3]). �a thùc

f(z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an−1z + an (a0 6= 0)

�÷ñc gåi l  �a thùc �èi xùng, n¸u c¡c h» sè c¡ch �·u hai �¦u b¬ng nhau,
ngh¾a l : a0 = an, a1 = an−1, a2 = an−2, . . .

V½ dö 1.1. C¡c �a thùc sau �¥y l  �a thùc h» sè �èi xùng:

z5 − 3z4 + 2z3 + 2z2 − 3z + 1,
2z8 + z7 − 6z6 + 4z5 + 3z4 + 4z3 − 6z2 + z + 2.
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�ành lþ 1.4. �a thùc f(z) bªc n l  �a thùc �èi xùng khi v  ch¿ khi

znf

(
1

z

)
= f(z), vîi z 6= 0.

�ành ngh¾a 1.4 (xem [3]). Ph÷ìng tr¼nh

P (x) = anx
n+an−1x

n−1+an−2x
n−2+ · · ·+a1x2+a1x+a0 = 0, an 6= 0 (1)

�÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh �èi xùng, n¸u h» sè cõa nhúng sè h¤ng c¡ch �·u
�¦u v  cuèi b¬ng nhau, tùc l  an = a0; an−1 = a1; an−2 = a2; . . .

- N¸u n = 2k + 1, ta gåi (1) l  ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc l´.
- N¸u n = 2k ta gåi (1) l  ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc ch®n.

Ta câ c¡c k¸t qu£ sau �¥y.

M»nh �· 1.1 (xem [3]). Måi ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc l´ �·u nhªn
x = −1 l m mët nghi»m.

Chó þ 1.1 (xem [3]). Tø �ành lþ Bezout suy ra n¸u P (x) = 0 l  ph÷ìng
tr¼nh �èi xùng b¥c l´ (degP (x) = 2k + 1) th¼

P (x) = 0⇔ (x− 1)Q (x) = 0,

ð �¥y deg Q (x) = 2k, v  Q(x) l  �a thùc �èi xùng bªc ch®n.

M»nh �· 1.2 (xem [3]). Vîi ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc ch®n b¬ng 2k,

b¬ng c¡ch �°t y = x+
1

x
, ph÷ìng tr¼nh quy v· ph÷ìng tr¼nh bªc k.

V½ dö 1.2. Gi£i ph÷ìng tr¼nh x4 + 2x3 − 6x2 + 2x+ 1 = 0.

Líi gi£i. X²t ph÷ìng tr¼nh

x4 + 2x3 − 6x2 + 2x+ 1 = 0. (1)

�¥y l  ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc ch®n. Rã r ng x = 0 khæng ph£i l 
nghi»m cõa (1) n¶n

(1) ⇔ x2 +
2

x2
+ 2(x+

1

x
)− 6 = 0.

⇔
(
x+

1

x

)2

− 2 + 2

(
x+

1

x

)
− 6 = 0.

⇔
(
x+

1

x

)2

+ 2

(
x+

1

x

)
− 8 = 0. (2)
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�°t y = x+
1

x
, khi �â (2) ⇔ y2 + 2y − 8 = 0.

⇔
[
y = 2
y = −4 ⇔

 x+
1

x
= 2

x+
1

x
= −4

⇔
[
x2 − 2x+ 1 = 0
x2 + 4x+ 1 = 0

⇔
[
x = 1
x = −2±

√
3.

Vªy ph÷ìng tr¼nh (1) câ ba nghi»m x = 1; x = −2 +
√

3; x = −2−
√

3.

V½ dö 1.3. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

x5 − 4x4 + 3x3 + 3x2 − 4x+ 1 = 0. (1)

Líi gi£i.

�¥y l  ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc l´, n¶n (1) chc chn câ mët nghi»m
b¬ng -1. Theo l÷ñc �ç Hoocne, ta th§y

(x+ 1) (x4 − 5x3 + 8x2 − 5x+ 1) = 0⇔
[
x = −1
x4 − 5x3 + 8x2 − 5x+ 1 = 0.

X²t ph÷ìng tr¼nh
x4 − 5x3 + 8x2 − 5x+ 1 = 0. (2)

Do x = 0 khæng ph£i l  nghi»m cõa (2) n¶n

(2)⇔
(
x2 +

1

x2

)
−5

(
x+

1

x

)
+8 = 0⇔

(
x+

1

x

)2

−5

(
x+

1

x

)
+6 = 0. (3)

�°t y = x+
1

x
, v  tø (3) ta câ:

y2 − 5y + 6 = 0⇔
[
y = 2.
y = 3.

a. N¸u x+
1

x
= 2⇔ x2 − 2x+ 1 = 0⇔ x = 1.

b. N¸u x+
1

x
= 3⇔ x2 − 3x+ 1 = 0⇔ x =

3±
√

5

2
Vªy ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ 4 nghi»m l 

x = 1;x = −1;x =
3 +
√

5

2
;x =

3−
√

5

2
.
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V½ dö 1.4. Cho ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc ch®n sau �¥y:

x4 + 2x3 + 4x2 + 2x+ 1 = 0. (1)

Chùng minh ph÷ìng tr¼nh �¢ cho væ nghi»m.
Líi gi£i.

X²t ph÷ìng tr¼nh x4 + 2x3 + 4x2 + 2x + 1 = 0. Do x = 0 khæng ph£i l 
nghi»m cõa (1), ta câ

(1)⇔
(
x2 +

1

x2

)
+ 2

(
x+

1

x

)
+ 4 = 0. (2)

�°t y = x+
1

x
.

Ta câ:
|y| =

∣∣∣∣x+
1

x

∣∣∣∣ = |x|+
∣∣∣∣12
∣∣∣∣ ≥ 2,

Khi �â
(2)⇔ y2 + 2y + 2 = 0. (3)

Do ∆′ = 1− 2 = −1 < 0. Vªy (3) væ nghi»m. K²o theo (1) væ nghi»m.
Suy ra �pcm.

Nhªn x²t 1.1. Ta câ c¡ch l m kh¡c nh÷ sau:

(1) ⇔ x2
(
x2 + 2x+ 1

)
+
(
x2 + 2x+ 1

)
+ 2x2 = 0.

⇔
(
x2 + 1

)
(x+ 1)2 + 2x2 = 0.

⇔
{
x+ 1 = 0. (4)
x = 0. (5)

V¼ (4),(5) væ nghi»m. Suy ra �pcm.

V½ dö 1.5. Gi£ sû a, b l  c¡c sè sao cho ph÷ìng tr¼nh �èi xúng bªc ch®n
x4 + ax3 + bx2 + ax+ 1 = 0 câ nghi»m, t¼m gi¡ trà b² nh§t cõa a2 + b2.

Líi gi£i.

X²t ph÷ìng tr¼nh x4 + ax3 + bx2 + ax+ 1 = 0.(1)

(1) l  ph÷ìng tr¼nh �èi xùng bªc ch®n. Theo gi£ thi¸t (1) câ nghi»m, n¶n
gåi x0 6= 0, l  mët nghi»m cõa (1). Rã r ng tø (1) ta câ(

x20 +
1

x20

)
+ a

(
x0 +

1

x0

)
+ b = 0

⇔
(
x0 +

1

x0

)2

+ a

(
x0 +

1

x0

)
+ b− 2 = 0. (2)
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