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L.OI CAM ON

Sau qua trinh nhan deé tai va nghién citu dudi sy huéng dan khoa hoc
ctia PGS. TS. Lé Thi Thanh Nhan, luan van "Mot s6 két qua vé ham phan
chia cac s6 ti nhién" ctia toi dd duge hoan thanh. Cé duge két qua nay,
d6 1a nho su day bao hét stic tan tinh va nghiem khac ctia Co. Toi xin bay
t6 long biét on sau sac téi Co va gia dinh!

To6i cling xin gii 161 cAm on chan thanh dén Ban Giam hiéu, Phong
Dao Tao - Khoa hoc - Quan hé qubc té va Khoa Toan - Tin ctia Truong
Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén da tao diéu kién thuan lgi nhat
trong sudt qua trinh hoc tap tai truong cling nhu thoi gian to6i hoan thanh
dé tai nay. Su gitp do nhiet tinh va thai do than thién clia cic can bo
thuoc Phong Dao tao va Khoa Toan - Tin da dé lai trong long méi ching
toi nhitng an tuong hét stc tot dep.

To6i xin caAm on gia dinh, ban be dong nghiép va cac thanh vién trong
16p cao hoc Toan K5C (Khoa 2011 - 2013) da quan tam, tao diéu kien,

dong vién co v dé toi ¢6 the hoan thanh nhiém vu ctia minh.
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L.OI NOI bAU

Mot phép phan chia s6 tit nhién n 1a mot cach viét n thanh tong cac so
nguyen duong. Chi ¥ ring mdi phép phan chia sé n c6 thé bieu dién bing
nhiéu céch (sai khac nhau thit ty ctia cac hang ti, ching han 3 =2+ 1
va 3 = 1+ 2 1a 2 cach biéu dién ctia mot phép phan chia). Vi thé ngusi
ta thudng viét moéi phép phan chia dudi dang mot day (py, ..., pr) cac s6
nguyén duong sao chop; > ... > ppyvan =pi+...+pp. Cacsd p1,..., Pk
dugc goi 1a cac thanh phan ctia phép phan chia. Ki hieu P(n) la s6 cach
chia ctia s6 tu nhién n. Ham P(n) ducc goi 1a ham phan chia.

Khai niém cac phép phan chia sé nguyén dude nghién citu dau tién béi
nha toan hoc 16i lac Leonhard Euler ctia Thé ki 18. Khai niém nay da
xuat hién trong nhiéu linh vire khac nhau ctia Toan hoc, Vat 1i. Mot trong
nhitng két qua bi an va ndi tiéng trong 1i thuyét phép phan chia s6 tu nhién
1a cac dong nhat thic Roger-Ramanujan, da dugce st dung va gan két véi
nhitng chuyén nghanh To6 hop, Li thuyét s6, Da thic déi xiing, Nhom déi
xiing, Li thuyét biéu dién nhém, Théng ke vat 1i, Li thuyét xéc suat, Giai
tich phuc, . . .

Li thuyét phép phan chia cic s6 tu nhién c6 maot lich sit lau dai va an
tuong. T Thé ki 18, Leonhard Euler 1a nguoi dau tién dua ra cong thiic
truy hoi dé tinh P(n). Hon 150 nam sau d6, phuong phap ciia Euler méi
dugc hoan thién dé tinh todn thanh cong s6 P(n) v6i n < 200. Dén dau
Thé ki 20, Srinivasa Ramanujan va G. H. Hardy da cho ra phuong phap
xoay vong "circle method" dé tinh P(n), va ¢6 xap xi dau tién tuong d6i
tot cho P(n) véi n > 200. Mot cau hoi rat kho kéo dai trong rat nhiéu
nam la danh gia xap xi gia tri ctia P(n) khi n da 16n. Cho dén nay, cau
héi nayy van con la van dé md chua duge gidi quyét, nhung da c6 mot loat
cau tra 16i bo phan duge dua ra b6i Hardy-Ramanujan [HR] nam 1918,
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bdi Hans Rademacher [R] ndm 1943, . . . Dac biét, nam 2007, Kathrin
Bringmann va Ken Ono [BO] da dua ra mot cai tién vugt bac cho cong
thic cia Rademacher.

Tit cac dong du thiic ndi tiéng vé P(n) phat hién bdi Ramanujan nam
1921, ngudi ta tiép tuc quan tam dén tinh chat dong du thic cia P(n).
Nam 1960, M. Newman da gid thuyét rang v6i moi cap so tir nhién m, r,
ton tai vo han s6 nguyen duong n sao cho P(n) =r (mod m). Gia thuyét
nay da dugc hang tram nha toan hoc quan tam nhung van chua duge giai
quyét tron ven. Két qua tot nhat tra 1oi bo phan cho gid thuyét nay thuoc
vé Ken Ono [O1] trong bai bao trén tap chi Ann. Math. nam 2000 va S.
Ahlgren va M. Boylan [AB] trong bai béo trén Invent. Math. nam 2003.

Muc dich ctia luan van nay 1a trinh bay khai niém va mot s6 két qua
co ban vé phép phan chia cac s6 tu nhién. Cac kién thic viét trong luan
van chi yéu tham khdo trong 3 tai lieu sau day:

1. S. Ahlgren and M. Boylan, Arithmetic properties of the partition
function, Invent. Marth., 153 (2003) 487 - 502.

2. G. E. Andrew and K. Eriksson, Integer Partitions, Cambridge Uni-
versity Press, 2004.

3. H. Torabi, J. Behboodian, S. Mirhosseini, On the number of parati-
tions of sets and natural numbers, Apps. Math. Sci., 33 (2009) 1635 -
1646.

Luan vin gom 2 chuong. Chuong 1 danh dé trinh bay khai niém va tinh
chat co ban ctia phép phan chia cac s6 tu nhién, phép phan chia cé diéu
kién va dic biet quan tam dén 2 dang phép phan chia c6 diéu kién: phép
phan chia véi cdc thanh phan khong nhé hon m va phép phan chia véi cac
thanh phan khong 16n hon m. Chuong 2 trinh bay mot s6 két qua vé ham
phan chia P(n), trong d6 c6 so do tam giac Pascal dé tinh gid tri P(n)
(Dinh 1{ 2.2.1, Dinh i 2.2.4). Phan cudi chuong toém t&t lich st Li thuyét
phép phan chia cac s6 tu nhién.
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Chuong 1
Phép phan chia sé6 tu nhién

Phép phan chia mot s6 nguyén dude nghién citu dau tién béi Leonhard
Euler (15/4/1707 - 18/9/1783). Ong 13 nha vat 1i hoc ngudi Thuy Si. Ong
cung v6i Archimedes va Newton duge xem la nhimng nha toan hoc thién
tai nhat moi thai dai, ong ciing dude xem 1a nha toan hoc quan trong nhat
ctia Thé ki 18. Ong la ngusi dau tién sit dung thuat ngit "ham s6" dé mieu
ta mot biéu thitc c6 chita cac doi s6 nhu y = f(x). Ong ciing duge xem I3
ngudi dau tien diing phép tinh vi tich phan trong Vat li. Ong dudc sinh ra
va 16n lén ¢ thanh pho Basel, Thuy Si va duge xem 1a than dong toan hoc
tit nhd. Ong la gido su toan hoc tai Saint-petersburg, sau dé la Berlin, r6i
lai chuyén vé Saint-petersburg.

Li thuyét phép phan chia cac s6 tu nhién da duge xuat hién trong nhieu
linh viyc khac nhau ctia Toan hoc, Vat 1i hoc. Mot trong nhitng két qua bi
an va ling danh trong li thuyét phép phan chia s6 tu nhién 1a cac dong
nhat thic Roger-Ramanujan duge kham pha mot cach doc lap bdi Roger,
Schur va Ramanujan va duge xuat ban trong cudn sach G. H. Hardy [Har]
nam 1940. Cac dong nhat thic Roger-Ramanujan c6 nhiéu tng dung va
gan két mat thiét v6i nhitng chuyén nghanh khac nhau ctia Toan hoc nhu
T6 hop, Li thuyét s6, Da thic déi xtng, Nhém déi xing, Li thuyét bicu
dién nhém, Thong ke vat 1i, Li thuyét xac suat, Giai tich phic, . . .

Trong sudt chuong nay, luon gia thiét n 14 mot s6 nguyeén duong. Muc
dich ctia Chuong 1a gidi thieu khai niém phép phan chia sé tu nhién, phép
phan chia c¢6 diéu kién va mot vai dang dic biét nhu phép phan chia c6
dtang 7 thanh phan bang 1, phép phan chia ma mdi thanh phan déu khong

nhoé hon mot s6 m cho trude, . . .
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1.1 Khai niém phép phan chia sé6 tu nhién

1.1.1. Dinh nghia. Mot phép phan chia so tu nhién n 1a mot cach viét

n thanh téng ctia cac s6 nguyen duong.

Cha ¥ rang mot phép phan chia c6 thé biéu dién thanh nhiéu dang.
Chang han, 4 = 3+ 1 va 4 = 1 + 3 1a hai dang biéu dién clia ctiing mot
phép phan chia s6 4 thanh hai thanh phan 3 va 1. Nhu vay, hai dang bicu
dién ctia n thanh tong cac s6 nguyen duong dudgc xem la ciia cling mot
phép phan chia néu ching chi khac nhau vé thtt tu céc s6 hang. Cu thé,
hai dang biéu dién n =a; +... 4+ a, van = b; + ... + b, trong dé ay, . .
., ap, by, ..., by la cac s6 nguyén duong, dugce coi la clia cing mot phép
phan chia néu 7 = s va ton tai mot hoan vi o ctia tap {1, 2, ...,r} sao cho

aZ':bg(i)Véiini:l,...,T.

1.1.2. Vi du. C6 5 phép phan chia s6 4 sau day, d6 la:

4=4
=3+1
=2+2
=2+1+1
=1+1+1+1.

1.1.3. Chii y. Ro rang mdi phép phan chia s6 n c6 duy nhat mot dang
biéu dién chuan, tic l1a biéu dién n thanh téng cac sé nguyen duong xép
theo thit tu tit 16n dén bé. Vi thé ta c6 thé coi mot phép phan chia s6 n
12 mot bo (p1, ..., px) cic s6 nguyén duong thda man p; > py > ... > py
va tong ctia ching 1a n. V6i ki hieu nhu vay, thay cho céch viét c6 5 phép

phan chia ctia s6 4 la:
4=4, 4=3+1,4=2+42,4=24+1+1,4=1+1+1+1.
Ta c6 thé viét lai phép phan chia nay nhu sau

(4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1).
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1.1.4. Dinh nghia. S6 phép phan chia ctia n duge ki hiéu 1a P(n). Ham
P(n) dugc goi 1a ham phan chia. Cho thuan 1¢i, ta quy uéc P(n) = 0 v6i
moi n < 0 va P(0) = 1.

1.1.5. Vi du. C6 7 phép phan chia s6 5 sau day, d6 1a

5=95
=4+1
=3+2
=3+1+1
=2+2+1
=2+1+4+1+1
=1+14+1+1+1.

Vay P(5) =T.

1.1.6. Ki hiéu. Méi phép phan chia ciia n ¢6 duy nhat mot dang tiéu
chuan (p1, ..., py), trong dé (p1, ..., px) 12 bo k s6 nguyen duong xép theo
thit tu tir 16n dén bé va tong ciia ching bang n. Mbi p; trong phép phan
chia (p1,...,pr) dudc goi 1a mot phan hay mot thanh phan ctia phép phan
chia do.

1.1.7. Vi du. Ta ¢6 P(6) = 11 vi ¢6 dung 11 phép phan chia s6 6,
do la:

(6),(5,1),(4,2),(4,1,1),(3,3), (3,2, 1),
(3,1,1,1),(2,2,2),(2,2,1,1),(2,1,1,1,1),(1,1,1,1,1,1).

1.2 Phép phan chia cé diéu kién

Ta hiéu mot phép phdan chia cé dieu kién ciia sd n 14 mot phép phan
chia s6 n v6i mot dicu kién nao do6 trén cac thanh phan ciia phép phan
chia. Duéi day 1a mot s6 bai toan thuong gap veé phép phan chia cé dieu
kién.

(i) Tim s6 phép phan chia n sao cho méi thanh phan déu 1a s6 1é.
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(ii) Tim s6 phép phan chia n sao cho méi thanh phan déu 14 s6 chén.

(iii) Tim s6 phép phan chia n sao cho méi thanh phan la d6i mot khac
nhau.

(iv) Tim s6 phép phan chia n sao cho cac thanh phan lip lai qua m
lan.

(v) Tim s6 phép phan chia n sao cho khong c6 thanh phan vugt quéa m.

(vi) Tim s6 phép phan chia n sao cho méi thanh phan déu khong nhé
hon m.

(vii) Tim s6 phép phan chia n sao cho méi phép chia c6 ding m thanh
phan.

(viii) Tim s6 phép phan chia n sao cho c6 ding m thanh phan béang 1.

(ix) Tim s6 phép phan chia n sao cho khong c6 qua m thanh phan.

(x) Tim s6 phép phan chia n sao cho né ¢6 mot s6 chdn hang tit va cac
hang ti 1a doi mot khac nhau.

(xi) Tim s6 phép phan chia n sao cho né c6 mot s6 1é hang tir va cac
hang ti 1a doi mot khac nhau.

1.2.1. Vi du. Ta ¢6 P(8) = 22 vi ¢6 dung 22 phép phan chia s6 8,
do la:
(8),(7,1),(6,2),(6,1,1),(5,3),(5,2,1),(5,1,1,1),(4,4),(4,3,1), (4,2,2),

(4,2,1,1), (4,1,1,1,1),(3,3,2), (3,3,1,1),(3,2,2,1), (3,2, 1,1, 1),
(3,1,1,1,1,1),(2,2,2,2),(2,2,2,1,1),(2,2,1,1,1, 1),
(2,1,1,1,1,1,1),(1,1,1,1,1,1,1,1).

(i) C6 6 phép phan chia ctia 8 sao cho cac thanh phan déu 1¢, d6 la:

(7.1),(5,3),(5,1,1,1),(3,3,1,1),(3,1,1,1,1,1),(1,1,1,1,1,1,1, 1).

(i) Cling c6 dung 6 phép phan chia clia 8 sao cho khong ¢6 thanh phan

nao bi lap lai, doé la:

(8),(7,1),(6,2),(5,3),(5,2,1),(4,3,1).
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