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Më ®Çu

Cho (R,m, k) lµ mét vµnh ®Þa ph­¬ng Noether víi i®ªan cùc ®¹i duy nhÊt

m. Gäi µ(m) lµ sè phÇn tö sinh tèi tiÓu cña m. Ta lu«n cã

µ(m) ≥ dimR.

NÕu ®¼ng thøc x¶y ra, tøc lµ µ(m) = dimR, th× R ®­îc gäi lµ vµnh ®Þa

ph­¬ng chÝnh quy. Kh¸i niÖm vµnh ®Þa ph­¬ng chÝnh quy lÇn ®Çu tiªn ®­îc

®­a ra bëi Wolfang Krull vµo n¨m 1937. Tuy nhiªn nã chØ thùc sù ®­îc quan

t©m trong cuèn s¸ch cña Oscar Zariski vµi n¨m sau ®ã. Trong cuèn s¸ch ®ã

Zariski ®· chØ ra vai trß ®Æc biÖt quan träng cña vµnh chÝnh quy trong h×nh

häc ®¹i sè. ¤ng ®· chøng minh r»ng mét ®iÓm trªn mét ®a t¹p ®¹i sè lµ kh«ng

kú dÞ khi vµ chØ khi vµnh c¸c hµm chÝnh quy t¹i ®iÓm ®ã lµ vµnh ®Þa ph­¬ng

chÝnh quy. Tõ ®ã c¸c vµnh ®Þa ph­¬ng chÝnh quy ®· ®­îc rÊt nhiÒu nhµ to¸n

häc nghiªn cøu còng nh­ t×m hiÓu c¸c øng dông trong ®¹i sè, lý thuyÕt sè vµ

h×nh häc ®¹i sè.

Sù ra ®êi cña ®¹i sè ®ång ®iÒu ®· bæ sung thªm mét c«ng cô míi ®Æc biÖt

h÷u Ých cho viÖc chøng minh c¸c tÝnh chÊt cña vµnh chÝnh quy. C¸c nhµ to¸n

häc Auslander- Buchsbaum- Serre ®· chøng minh ®­îc r»ng mét vµnh ®Þa

ph­¬ng lµ chÝnh quy khi vµ chØ khi mäi m«®un h÷u h¹n sinh ®Òu cã chiÒu

x¹ ¶nh h÷u h¹n. Dùa vµo ®ã hä ®· chøng minh sù b¶o toµn qua ®Þa ph­¬ng

ho¸ cña tÝnh chÝnh quy mét c¸ch ®¬n gi¶n (Mét ®Þnh lý mµ tr­íc ®Êy chøng

minh hÕt søc phøc t¹p). §ång thêi c¸c nhµ to¸n häc Auslander- Buchsbaum-

Nagata còng chøng minh ®­îc mét tÝnh chÊt quan träng kh¸c cña vµnh chÝnh

quy lµ tÝnh ph©n tÝch duy nhÊt.

Môc ®Ých cña luËn v¨n lµ tr×nh bµy l¹i chi tiÕt ®Þnh nghÜa vµ mét sè tÝnh chÊt

c¬ b¶n cña vµnh chÝnh quy ®­îc tr×nh bµy trong bµi gi¶ng cña A. V. Jayan-

than, Regular local ring (2005). CÊu tróc cña luËn v¨n gåm cã 3 ch­¬ng vµ

®­îc tr×nh bµy cô thÓ nh­ sau:
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Ch­¬ng 1 ®­îc dïng ®Ó tr×nh bµy kh¸i niÖm vµ mét sè kÕt qu¶ vÒ vµnh chÝnh

quy trong tr­êng hîp ®Þa ph­¬ng. Trong ®ã tiÕt 1 ®­îc dµnh ®Ó chuÈn bÞ mét

sè kiÕn thøc vÒ hÖ sinh cùc tiÓu vµ sè phÇn tö sinh cùc tiÓu cña i®ªan. TiÕt 2

®­îc dïng ®Ó tr×nh bµy ®Þnh nghÜa, mét sè tÝnh chÊt vµ vÝ dô vµnh chÝnh quy

®Þa ph­¬ng. Mét trong nh÷ng kÕt qu¶ chÝnh cña ch­¬ng ®­îc tr×nh bµy trong

tiÕt nµy lµ §Þnh lý 1.2.9 nãi r»ng mäi vµnh chÝnh quy ®Þa ph­¬ng ®Òu lµ miÒn

nguyªn. TiÕt 3 ®­îc dµnh ®Ó tr×nh bµy vÒ hÖ tham sè chÝnh quy cña vµnh ®Þa

ph­¬ng chÝnh quy. KÕt qu¶ chÝnh cña tiÕt 3 lµ ®Æc tr­ng tÝnh chÝnh quy cña

vµnh ®Þa ph­¬ng chÝnh quy qua tÝnh chÊt cña vµnh ph©n bËc liªn kÕt.

TiÕp theo trong ch­¬ng 2, chóng t«i sÏ tr×nh bµy c¸c tÝnh chÊt ®ång ®iÒu cña

vµnh ®Þa ph­¬ng chÝnh quy. §Ó chuÈn bÞ cho chøng minh c¸c kÕt qu¶ chÝnh

cña ch­¬ng chóng t«i sÏ dµnh tiÕt 1 ®Ó nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa, lÊy vÝ dô vµ chøng

minh mét sè tÝnh chÊt vÒ chiÒu x¹ ¶nh cña m«®un. Trong tiÕt 2 chóng t«i

tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ chÝnh cña ch­¬ng nµy, trong ®ã chóng t«i chøng minh

®Æc tr­ng mét vµnh ®Þa ph­¬ng lµ chÝnh quy th«ng qua tÝnh h÷u h¹n cña chiÒu

®ång ®iÒu cña c¸c m«®un trªn ®ã (§Þnh lý Auslander - Buchsbaum - Serre).

Mét hÖ qu¶ quan träng cña ®Þnh lý nµy lµ sù b¶o toµn qua ®Þa ph­¬ng ho¸

cña tÝnh chÝnh quy còng ®­îc tr×nh bµy trong tiÕt nµy.

Cuèi cïng ch­¬ng 3 ®­îc dµnh ®Ó tr×nh bµy vÒ vµnh chÝnh quy trong tr­êng

hîp kh«ng ®Þa ph­¬ng. Trong tiÕt 1 cña ch­¬ng nµy chóng t«i nªu kh¸i niÖm

vµ chøng minh mét sè tÝnh chÊt cña vµnh chÝnh quy kh«ng ®Þa ph­¬ng. KÕt

qu¶ chÝnh cña tiÕt 1 lµ mÖnh ®Ò 3.1.3 vÒ sù t­¬ng ®­¬ng gi÷a tÝnh chÝnh quy

cña mét vµnh vµ vµnh ®a thøc trªn ®ã . Trong khi ®ã tiÕt 2 ®­îc dïng ®Ó

tr×nh bµy kÕt qu¶ chÝnh cña ch­¬ng. Dùa vµo c¸c kÕt qu¶ ®· cã ë ch­¬ng 1

vµ ch­¬ng 2 chóng t«i sÏ chøng minh mäi vµnh chÝnh quy ®Òu lµ miÒn ph©n

tÝch duy nhÊt (§Þnh lý Auslander - Buchsbaum - Nagata).
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Ch­¬ng 1

Vµnh ®Þa ph­¬ng chÝnh quy

Trong suèt luËn v¨n nµy, mét vµnh lu«n lµ vµnh giao ho¸n, Noether, cã

®¬n vÞ kh¸c kh«ng.

Môc ®Ých cña Ch­¬ng 1 lµ tr×nh bµy kh¸i niÖm vµ mét sè kÕt qu¶ vÒ vµnh

chÝnh quy trong tr­êng hîp ®Þa ph­¬ng. TiÕt 1 ®­îc dµnh ®Ó chuÈn bÞ mét sè

kiÕn thøc vÒ hÖ sinh cùc tiÓu vµ sè phÇn tö sinh cùc tiÓu cña i®ªan. C¸c kh¸i

niÖm vµ kÕt qu¶ trong tiÕt nµy sÏ ®­îc dïng ®Ó ®Þnh nghÜa vµ chøng minh

c¸c tÝnh chÊt cña vµnh ®Þa ph­¬ng chÝnh quy trong c¸c tiÕt sau. Trong tiÕt

2, chóng t«i tr×nh bµy ®Þnh nghÜa, mét sè tÝnh chÊt vµ vÝ dô vµnh chÝnh quy

®Þa ph­¬ng. Mét trong c¸c kÕt qu¶ chÝnh ®­îc chøng minh lµ mäi vµnh ®Þa

ph­¬ng chÝnh quy ®Òu lµ miÒn nguyªn. TiÕt 3 ®­îc dµnh ®Ó tr×nh bµy vÒ hÖ

tham sè chÝnh quy cña vµnh chÝnh quy ®Þa ph­¬ng.

1.1 HÖ sinh cùc tiÓu cña i®ªan

Ta lu«n xÐt (R,m, k) lµ mét vµnh ®Þa ph­¬ng Noether víi i®ªan cùc ®¹i m

vµ tr­êng thÆng d­ k = R/m.

§Þnh nghÜa 1.1.1. Mét hÖ sinh x1, x2, . . . , xn cña m lµ tèi tiÓu nÕu ta bá ®i

bÊt kú phÇn tö xi nµo th× phÇn cßn l¹i x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn kh«ng

lµ hÖ sinh cña m.
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VÝ dô 1.1.2. Cho k lµ mét tr­êng, xÐt vµnh k[[X1, . . . , Xn]]. Ta biÕt

k[[X1, . . . , Xn]] lµ vµnh ®Þa ph­¬ng Noether cã i®ªan cùc ®¹i m =

(X1, . . . , Xn). DÔ thÊy r»ng hÖ X1, . . . , Xn lµ hÖ sinh tèi tiÓu cña m.

MÖnh ®Ò sau ®©y cho ta mét ®iÒu kiÖn t­¬ng ®­¬ng víi ®Þnh nghÜa hÖ sinh

tèi tiÓu.

MÖnh ®Ò 1.1.3. Cho x1, x2, . . . , xn ∈ m. Khi ®ã hÖ x1, x2, . . . , xn lµ hÖ sinh

tèi tiÓu cña m khi vµ chØ khi x1, x2, . . . , xn ∈ R/m2 lµ c¬ së cña k- kh«ng

gian vÐct¬ m/m2.

Chøng minh. (⇒) Gi¶ sö x1, x2, . . . , xn lµ hÖ sinh tèi tiÓu cña m. Suy ra

x1, x2, . . . , xn lµ hÖ sinh cña m/m2. ThËt vËy xÐt mét phÇn tö x ∈ m/m2. Do

x ∈ m = (x1, . . . , xn) nªn

x =
n∑
i=1

aixi, ai ∈ R.

Suy ra

x =
n∑
i=1

aixi + m2 =
n∑
i=1

(ai + m)(xi + m2) + m2 =
n∑
i=1

aixi,

trong ®ã ai = ai + m ∈ R/m, xi = xi + m2 ∈ m/m2. VËy x1, x2, . . . , xn lµ

hÖ sinh cña m/m2.

B©y giê ta gi¶ sö x1, x2, . . . , xn kh«ng ®éc lËp tuyÕn vµ x1 =
n∑
i=2

aixi, ai ∈

R/m suy ra

x1 −
n∑
i=2

aixi ∈ m2 = (x1, x2, . . . , xn)
2
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⇔ x1 −
n∑
i=2

aixi =
n∑

i,j=1

aijxixj, aij ∈ R

⇔ x1 −
n∑
i=2

aixi = a11(x1)
2 +

n∑
(i,j) 6=(1,1)

aijxixj

⇔ x1(1− a1x1) =
n∑
i=2

aixi +
n∑

(i,j) 6=(1,1)

aijxixj

⇔ x1 =
1

1− a1x1
(
n∑
i=2

aixi +
n∑

(i,j)6=(1,1)

aijxixj) ∈ (x2, . . . , xn)

(V× x1 ∈ m nªn 1 − a1x1 kh¶ nghÞch trong vµnh ®Þa ph­¬ng R). §iÒu nµy

m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt x1, x2, . . . , xn lµ hÖ sinh tèi tiÓu cña m. Do ®ã hÖ

x1, x2, . . . , xn lµ ®éc lËp tuyÕn tÝnh. VËy x1, x2, . . . , xn lµ c¬ së cña k - kh«ng

gian vÐct¬ m/m2.

(⇐) Ng­îc l¹i, gi¶ sö x1, x2, . . . , xn lµ c¬ së cña k−kh«ng gian vÐct¬ m/m2.

Ta cã m = (x1, x2, . . . , xn)R + m2 nªn

m/I = (m2 + I)/I = m(m/I),

víi I = (x1, x2, . . . , xn). Theo bæ ®Ò Nakayama ta cã m/I = 0 hay

m = I . VËy x1, x2, . . . , xn lµ hÖ sinh cña m. TiÕp theo ta ®i chøng minh

hÖ x1, x2, . . . , xn lµ tèi tiÓu. ThËt vËy gi¶ sö ng­îc l¹i hÖ x1, x2, . . . , xn

kh«ng ph¶i lµ hÖ sinh tèi tiÓu cña m, suy ra tån t¹i hÖ xi1, . . . , xit lµ mét hÖ

sinh tèi tiÓu cña m. Theo gi¶ thiÕt suy ra xi1, . . . , xit lµ c¬ së cña k - kh«ng

gian vÐct¬ m/m2 ®iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt x1, x2, . . . , xn lµ c¬ së cña

k-kh«ng gian vÐct¬ m/m2. VËy x1, x2, . . . , xn lµ hÖ sinh tèi tiÓu cña m.

§Þnh nghÜa 1.1.4. Cho (R,m, k) lµ mét vµnh ®Þa ph­¬ng Noether. Sè phÇn

tö cña mét hÖ sinh tèi tiÓu cña m ®­îc ký hiÖu lµ µ(m).

VÝ dô 1.1.5. Cho k lµ mét tr­êng, xÐt vµnh k[[X1, . . . , Xn]]. Ta biÕt

k[[X1, . . . , Xn]] lµ vµnh ®Þa ph­¬ng Noether cã i®ªan cùc ®¹i m =
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(X1, . . . , Xn) vµ hÖ X1, . . . , Xn lµ mét hÖ sinh tèi tiÓu cña m. VËy ta cã

µ(m) = n.

Bæ ®Ò 1.1.6. Ta cã

(a) µ(m) = dimk(m/m
2).

(b) µ(m) ≥ dim(R).

Chøng minh. (a) Gi¶ sö x1, x2, . . . , xn lµ hÖ sinh tèi tiÓu cñam víi n = µ(m).

MÆt kh¸c theo Bæ ®Ò 1.1.3 hÖ x1, x2, . . . , xn lµ c¬ së cña k-kh«ng gian vÐct¬

m/m2 nªn ta cã dimk(m/m
2) = n.

VËy ta cã µ(m) = dimk(m/m
2).

(b) Gi¶ sö x1, x2, . . . , xn lµ hÖ sinh tèi tiÓu cña m. V×

dim(R/(x1, x2, . . . , xn)) = dim(R/m) = 0,

nªn tån t¹i xi sao cho dim(R/xiR) < dimR. Ta sÏ chøng minh b»ng quy

n¹p theo dimR

+ Víi dimR = 0, 1 lµ hiÓn nhiªn.

+ Gi¶ sö dimR > 1. Theo ®Þnh lý giao Krull ta cã dim(R/x1R) =

dimR − 1. MÆt kh¸c v× x2, . . . , xn lµ hÖ sinh tèi tiÓu cña m (víi m lµ i®ªan

cña R/x1R). B»ng quy n¹p cho R/x1R ta ®­îc

µ(m) ≥ dim(R/x1R)⇔ µ(m)− 1 ≥ dimR− 1.

VËy ta cã µ(m) ≥ dim(R).

TÝnh chÊt sau ®©y cña hÖ sinh tèi tiÓu ®­îc dïng nhiÒu lÇn trong luËn v¨n

nµy.

MÖnh ®Ò 1.1.7. Cho I ⊆ m lµ mét i®ªan cña R. NÕu x1, x2, . . . , xr ∈ m cã

¶nh x1, x2, . . . , xr lµ hÖ sinh tèi tiÓu cña m/I th× tån t¹i xr+1, . . . , xn ∈ I
víi r ≤ n sao cho hÖ x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xn lµ hÖ sinh tèi tiÓu cña m.


