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MỞ ĐẦU 

1. Lý do chọn đề tài 

Cho W là một miền bị chặn trong n£  với biên ¶W lớp ¥£ . Xét bài toán 

Dirichlet đối với các phương trình Monge-Ampère phức 

ê

det( ) ( , , )
j k

z z
u z u u trong

u tr n

y

j

íï = Ñ Wïï
ì
ï = ¶Wïïî

               (*)            

 Khi W là một miền giả lồi mạnh, bài toán này đã được nghiên cứu rộng 

rãi. Năm 1976, E. Bedford và B. A. Taylor  đã chứng minh sự tồn tại, tính duy 

nhất và tính  chính qui Lipschitz đều toàn cục của các nghiệm đa điều hòa dưới 

tổng quát. Năm 1980, Cheng và Yau, trong công trình nghiên cứu về các mêtric 

Kahler-Einstein&& đầy đủ trên các đa tạp phức không Compact, đã giải bài toán 

(*) với 
uey =  và j = + ¥ , thu được nghiệm thuộc lớp ( )C ¥ W . Năm 

1985, L. Caffarelli, J. J. Kohn, L. Nirenberg và J. Spruck  đã chứng minh sự tồn 

tại của các nghiệm đa điều hòa dưới cổ điển của (*) cho trường hợp 0  , 

không suy biến trong các điều kiện  thích hợp. Trường hợp suy biến 0   

cũng đã thu hút nhiều sự chú ý, và các phản ví dụ được tìm thấy  đã chỉ ra rằng 

nghiệm đó không nhất thiết phải là nghiệm thuộc lớp C
2
 (xem Bedford và 

Fornaess, 1979; Gamelin và Sibony năm 1980).  Ở đây chúng ta xem xét bài 

toán Dirichlet (*) đối với các miền tổng quát mà không cần đến tính giả lồi.  

Theo hướng dẫn nghiên cứu trên, chúng tôi chọn đề tài: "Bài toán 

Dirichlet đối với phương trình  Monge-Ampere phức và tính chính qui của hàm 

Green đa phức".  

2. Mục đích và nhiệm vụ nghiên cứu 

2.1. Mục đích nghiên cứu 

Mục đích chính của luận văn là trình bày một số kết quả trong việc nghiên 

cứu tính chính quy  của nghiệm tổng quát của phương trình Monge-Ampère. 

2.2. Nhiệm vụ nghiên cứu 

Luận văn tập trung vào các nhiệm vụ chính sau đây: 
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- Trình bày tổng quan và hệ thống các kết quả về các tính chất của hàm 

đa điều hoà dưới, hàm đa điều hoà dưới cực đại, toán tử Monge-Ampère và bài 

toán Dirichlet cổ điển đối với toán tử Monge-Ampere, Hàm Green đa phức với 

cực logarit tại một điểm . 

- Trình bày một số kết quả của Bo Guan về tính chính quy của nghiệm 

tổng quát của phương trình Monge-Ampère và tính chính qui của hàm Green 

đa phức. 

3. Phƣơng pháp nghiên cứu 

Sử dụng các phương pháp của giải tích phức kết hợp với các phương 

pháp của lý thuyết thế vị phức để trình bày các kết quả của Bo Guan. 

4. Bố cục của luận văn 

Nội dung luận văn gồm 43 trang, trong đó có phần mở đầu, hai chương 

nội dung, phần kết luận và danh mục tài liệu tham khảo. 

Chương 1: Trình bày tổng quan và hệ thống các kết quả về các tính chất 

của hàm đa điều hoà dưới, hàm đa điều hoà dưới cực đại, toán tử Monge-

Ampère và bài toán Dirichlet cổ điển đối với toán tử Monge-Ampere, Hàm 

Green đa phức với cực logarit tại một điểm. 

Chương 2: Là nội dung chính của luận văn, trình bày các kết quả nghiên 

cứu về tính chính quy của nghiệm tổng quát của phương trình Monge-Ampère 

và tính chính qui của hàm Green đa phức.  

Cuối cùng là phần kết luận trình bày tóm tắt kết quả đạt được.  
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Chƣơng 1 

CÁC KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

1.1. Hàm đa điều hoà dƣới cực đại 

1.1.1. Định nghĩa. Cho W là một tập con mở của n£  và  [ ): ,u W® - ¥ ¥  là 

một hàm nửa liên tục trên và không trùng với - ¥  trên bất kỳ thành phần liên 

thông nào của W. Hàm u  được gọi là đa điều hoà dưới nếu với mỗi a Î W và 

nb Î £ , hàm ( )u a bl l+a  là điều hoà dưới hoặc trùng - ¥  trên mỗi thành 

phần của tập hợp { }: a bl lÎ + Î W£ . Trong trường hợp này, ta viết 

( )u Î WPSH . (ở đây ( )WPSH  là lớp các hàm đa điều hoà dưới trong W). 

1.1.2. Định nghĩa. Hàm giá trị thực 
2( )u CÎ W , nWÐ £ ,  gọi là đa điều hòa 

dưới chặt nếu ma trận Hessian phức { }
j k

z z
u  là xác định dương trong W.  

Ký hiệu { }jku  là ma trận nghịch đảo của { }
j k

z z
u  khi nó là khả nghịch.  

1.1.3. Định nghĩa. Cho W là một tập con mở của n£  và  :u W® ¡  là  hàm 

đa điều hoà dưới.  Ta nói rằng u  là cực đại  nếu với mỗi tập con mở compact 

tương đối G của W, và với mỗi hàm nửa liên tục trên v  trên G  sao cho 

( )v GÎ PSH  và v u£  trên  G¶ , đều có v u£  trong G. 

Sau đây  ta sẽ xem xét một số tính chất tương đương của tính cực đại. 

1.1.4. Mệnh đề.  Cho nWÐ £  là mở và :u W® ¡  là hàm đa điều hoà dưới. 

Khi đó các  điều kiện sau là tương đương: 

( )i  Với mỗi tập con mở compact tương đối G  của W và mỗi ( )v Î WPSH , nếu 

lim sup( ( ) ( )) 0
z

u z v z
x®

- ³ , với mọi Gx Î ¶ , thì u v³  trong G ; 

( )ii  Nếu ( )v Î WPSH  và với mỗi 0e >  tồn tại một tập compact K Ð W  sao 

cho  u v e- ³ -   trong \ KW , thì  u v³  trong W; 
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( )iii  Nếu ( )v Î WPSH , G là một tập con mở compact tương đối của W, và 

u v³  trên G¶  thì u v³  trong G; 

( )iv  Nếu ( )v Î WPSH , G là một tập con mở compact tương đối của W, và 

lim inf( ( ) ( )) 0,
z

u z v z
x®

- ³  với mỗi Gx Î ¶ ,  thì u v³  trong G; 

( )v  u  là  hàm cực đại. 

Chứng minh.  ( ) ( )i iiÞ :  Cho v  là một hàm đa điều hoà dưới có tính chất:  với 

mỗi 0e >  tồn tại một tập compact K Ð W sao cho u v e- ³ -  trong \ KW . 

Giả sử rằng ( ) ( ) 0u a v a h- = <  tại một điểm a Î W. Bao đóng của tập hợp 

{ }: ( ) ( )
2

E z u z v z
h

= Î W < +  

là tập con compact của W. Bởi vậy có thể tìm được tập mở G  chứa E  và 

compact tương đối trong G . Theo ( )i  ta có 
2

u v
h

³ +  trong G , điều đó mâu 

thuẫn với .a EÎ  Phần còn lại được suy ra từ khẳng định: hàm  

{ }max ( ), ( ) ( )
( )

( ) ( \ )

u z v z z G
z

u z z G
w

í Îïïï= ì
ï Î Wïïî

 

là đa điều hoà dưới trong W theo các giả thiết ( )iii , ( )iv , ( )v  và ( )i . 

1.2. Toán tử Monge-Ampère phức 

Cho u  là đa điều hoà dưới trên miền nWÐ £ . Nếu 2( )u CÎ W  thì toán tử: 

( ) ( ) ( )
1 ,

: ... 4 !det
nc c c n

j kn j k n

u
dd u dd u dd u n dV

z z
£ £

é ù
¶ê ú= Ù Ù = ê ú

¶ ¶ê úë û
1444444442 444444443

, 

với dV  là yếu có thể tích trong C n
 gọi là toán tử Monge-Ampère. Toán tử này 

có thể xem như độ đo Radon trên W, tức là phiếm hàm tuyến tính liên tục trên 

không gian các hàm liên tục với giá compact  0( )C W  trên W 

( ) ( )0

ncC dd uj j

W

W ' òa . 
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Bedford và Taylor đã chứng minh rằng nếu u  là đa điều hoà dưới bị chặn địa 

phương trên W thì tồn tại dãy { } ( )
1n n

u C ¥

>
Ð W ÇP SHh  sao cho 

n
u u]  

và  ( )
n

c

n
dd u

í üï ïï ï
ì ý
ï ïï ïî þ

 hội tụ yếu tới độ đo Radon   trên W tức là: 

( ) ( )0lim ,
nc

n
n

dd u d Cj j m j

W W

= " Î Wò ò . 

Hơn nữa   không phụ thuộc vào việc chọn dãy  nu  như trên, ta ký hiệu: 

( )c ndd u m=  

và gọi là toán tử Monge-Ampère của u . 

Sau đây chúng ta sẽ xem xét một vài tính chất cơ bản của toán tử Monge-

Ampère được trình bày trong [1]. 

1.2.1. Mệnh đề. Giả sử { }m
j

 là dãy các độ đo Radon trên tập mở WÐ ¡ n  hội 

tụ yếu tới độ đo Radon m. Khi đó 

a) Nếu Ð WG  là tập mở thì ( ) lim inf ( )
j

j
G Gm m

® ¥
£ . 

b) Nếu Ð WK  là tập compact thì ( ) lim sup ( )
j

j
K Km m

® ¥
³ . 

c) Nếu E  compact tương đối trong W sao cho ( ) 0Em ¶ =  thì  

( ) lim ( )
j

j
E Em m

® ¥
= . 

Chứng minh.  

a) Ta có { }( ) sup ( ) :G K K Gm m= Ð . Giả sử K GÐ  là tập compact. Lấy 

0
( )C Gj Î , 0 1j£ £  và 1j =  trên K . Khi đó  

   ( ) ( ) lim ( ) lim inf ( )
j j

j j
K Gm m j m j m

® ¥ ® ¥
£ = £ . 

Từ đó    ( ) lim inf ( )
j

j
G Gm m

® ¥
£ . 
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b) Ta có { }0( ) inf ( ) : ,  ,V= VK V V K Vm m= É Ð W . Giả sử V là một lân cận 

mở của K  và 
0
( )C Vj Î , 0 1j£ £  và 1j =  trên K . Khi đó 

   ( ) ( ) lim ( ) lim sup ( )
j j

j j
V Km m j m j m

® ¥ ® ¥
³ = ³ . 

Từ đó    ( ) lim sup ( )
j

j
K Km m

® ¥
³ . 

c) Viết E IntE E= È ¶ . Khi đó  

 ( ) (int ) lim inf (int ) lim inf ( )
j j

j j
E E E Em m m m

® ¥ ® ¥
= £ £ . 

Mặt khác  

   ( ) lim sup ( ) lim sup ( )
j j

j j
E E Em m m

® ¥ ® ¥
³ ³ . 

Từ đó             ( ) lim sup ( )
j

j
E Em m

® ¥
³ .  

Vậy                ( ) lim ( )
j

j
E Em m

® ¥
= .                

1.2.2. Định lý. Giả sử nWÐ £  là miền bị chặn và , ( ) ( )u v L¥Î W Ç WPSH  sao 

cho lim inf( ( ) ( )) 0
z

u z v z
® ¶W

- ³ . Khi đó 

              

{ } { }

( ) ( )c n c n

u v u v

dd v dd u

< <

£ò ò .                           (1.1) 

1.2.3. Hệ quả. Giả sử nWÐ £  là miền bị chặn và , ( ) ( )u v L¥Î W Ç WPSH  sao cho  

u v£  và lim ( ) lim ( ) 0
z z

u z v z
® ¶W ® ¶W

= = . Khi đó 

           

( ) ( )

( ) ( )c n c ndd v dd u

W W

£ò ò . 

1.2.4. Hệ quả. (Nguyên lý so sánh). Giả sử nWÐ £  là miền bị chặn và 

, ( ) ( )u v L¥Î W Ç WPSH  sao cho lim inf( ( ) ( )) 0
z

u z v z
® ¶W

- ³ . Giả sử 

( ) ( )c n c ndd u dd v£  trên W. Khi đó v u£  trên W. 


