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Bai todn bu tuyén tinh (Linear Complementarity Problem, viét tat 1a
LCP), do R. W. Cottle va G. B. Dantzig dé xuat nam 1968, 1a bai toan
tong quat mo ta théng nhat cac bai toan qui hoach tuyén tinh, qui hoach
toan phuong va tro choi song ma tran. Cac nghién cttu vé bai toan bu
tuyén tinh da dem lai nhiéu lgi ich, vugt ra ngoai khuén kho bai toan
bi. Chang han, thuat todn woay bu (comple-mentarity pivot algorithm)
ltic dau duge dé xuat cho bai toan bt tuyén tinh da dude md rong tric
tiép dé tao ra cac thuat toan hieu qua tinh diém bat dong Brouwer va
Kakutani, tinh cic trang thai can bang kinh té, gidi cdc hé phuong trinh
phi tuyén v tim nghiém tdi uu cho cic bai toan qui hoach phi tuyén.

Bai toan bt tuyén tinh 1a bai toan tim vécto 2 € R™ nghiém dang hé

2>0,q+Mz>0 2" (¢g+Mz)=0

hoac chi r6 hé trén vé nghiém, véi vécto ¢ € R" va ma tran M € R™"
cho trude. Ky hiéu bai toan nay 1a LCP (q, M) hay don gian 1a LCP néu
khong can chi 16 q va M (7 1a ky hiéu chuyén vi vecto hay ma tran).

Bai toan bu tuyén tinh LCP (q, M) ¢6 nhiéu ting dung trong ly thuyét
va thyc tién, nhu trong qui hoach toan phuong, tro choi song ma tran,
can bang thi truong va trong nhiéu bai toan kinh té, cong nghiép va vat
Iy khéc.

Muc tiéu ctia luan van nay la tim hiéu va trinh bay khai quat vé bai
toan bt tuyén tinh, méi quan hé giita bai toan b1 tuyén tinh véi bai toan
bat dang thic bién phan va bai toan qui hoach toan hoc véi rang buoc
can bing. Tim hiéu cac phuong phap giai chinh va mot s6 tng dung clia
bai toan bu tuyén tinh vao mo hinh tro choi.

Luan van dugde viét thanh ba chuong.

Chuong 1 “Bai toan bi tuyén tinh" trinh bay cac khai niém co ban
ve bai toan bt tuyén tinh, nguon gbc bai todn va su ton tai duy nhat
nghiém ctia bai toan. Bai toan bt ¢6 nhiéu tng dung va lién quan chat
ché v6i mot sé bai toan dang tong quat hon, hién dang rat duge quan
tam nghién ctu, d6 1a bai toan bat ding thitc bién phan va bai toan qui



3

hoach toan hoc vé6i rang buoc can bang. Vi thé trong chuong ciing sé deé
cap t6i hai bai toan nay.

Chuong 2 “Phuong phap gidi bai toan but tuyén tinh” giéi thieu hai
phuong phép tiéu bieu giai bai toan bl tuyén tinh: phuong phap Lemke
(1968) va phuong phap diém trong (Kojima, 1988). Phuong phap Lemke
c6 nhiéu diém giéng v6i phuong phap don hinh trong qui hoach tuyén
tinh, nhung khac & cach chon bién dé dua vao co sé, phuong phap nay
cho phép giai bai toan bu tuyén tinh khong suy bién sau mot so6 hitu
han buéc. Tuy vay, trong truong hop xau nhat thoi gian chay ciia no 1a
mot ham mii. Phuong phap diém trong dua trén y tudng cac thuat toan
diém trong gidi qui hoach tuyén tinh, cho phép giadi bai toan bu tuyén
tinh v6i ma tran M ntta xac dinh duong trong thoi gian da thiic.

Chuong 3 "Mot s6 ting dung ctia bai toan bt tuyén tinh" trinh bay hai
mo6 hinh tro choi thudng gip trong cac ting dung ciia bai toan bt tuyén
tinh: tro choi Stackelberg va tro choi song ma tran. Tro choi Stackelberg
lién quan chat ché véi bai toan qui hoach toan hoc v6i rang budc can
bing (MPEC) va la st md rong v tudng clia tro choi Nash. C6 thé tim
nghiém can bang Nash ciia tro choi song ma tran nho 1ap va gidi mot
bai toan bu tuyén tinh thich hop.

Do thoi gian va kién thitc con han ché nén chic chan luan van nay
con c¢6 nhitng thiéu s6t nhat dinh, kinh mong qui thay co va cac ban
déng gép ¥ kién dé tac gia tiép tuc hoan thién luan van sau nay.

Nhan dip nay tac gia luan vin xin bay té long biét on sau sic téi GS.
TS. Tran Vit Thiéu da tan tinh gitp d6 trong sudét qua trinh lam Luan
van. Tac gia tran trong cam on cac giang vién Truong Dai hoc Khoa hoc
— Dai hoc Thai Nguyén, Vién Toan hoc — Vién Han lam Khoa hoc va
Cong nghée Viet Nam tao moi diéu kién thuan loi trong qua trinh tac gia
hoc tap va nghién ctu.

Thai Nguyén, thang 3 nam 2014
Tac gia

Vuong Thi Hué Chi



Chuong 1
Bai toan bu tuyén tinh

Chuong nay trinh bay cac khai niém co ban vé bai todn bu tuyén
tinh, nguon gdc bai toan va sy ton tai duy nhat nghiém ciia bai toan.
Bai toan bt ¢6 nhiéu tng dung va lien quan chit ché véi mot s6 bai toan
dang tong quat hon, hien dang rat duge quan tam nghien cttu, dé la bai
toan bat dang thic bién phan va bai toan qui hoach toan hoc véi rang
buoc can bang, vi thé trong chuong sé gidi thieu vé hai bai toan nay. Noi
dung ctia chuong duge tham khao tit cac tai lieu [3], [4], [6] va [7].

1.1. Bai toan bl tuyén tinh (LCP)

1.1.1. Mo ta bai toan

Bai todn bu tuyén tinh (Linear Complementarity Problem, viét tat
LCP) la bai todn tim mot vécto trong khong gian vécto thye hitu han
chiéu théa man mot hée bat dang thic nao d6. Cu the, bai toan bit tuyén
tinh dugc phat biéu nhu sau.

Dinh nghia 1.1.([3], tr.1) Cho vécto ¢ € R" v ma tran M € R,
hay tim vécto z € R" sao cho:

z2>0 (1.1)
q+Mz>0 (1.2)
g+ Mz)=0 (1.3)

hodc chi ra vécto z nhu thé khong ton tai. Ta ky hiéu bai toan nay 1a
LCP (¢, M).

Trong cac tai lieu vé toan, c6 thé tim thay cac truong hop riéng cia
bai toan bl tuyén tinh rat sém tir nhitng nam 1940, tuy nhién bai toin
bt bat dau thu hat sy cha § chi tir gitta nhitng nam 1960, khi bai toan
trd thanh mot chi dé nghién citu riéng.

Sau day 1a mot s6 thuat ngit chinh thuong dung trong bai toan b
tuyén tinh: Vécto 2 théa man cac bat dang thitc trong (1.1) va (1.2)
dudc goi 1a chap nhan duge. Néu vécto chap nhan dude z théa man chit
(nhu bat dang thiic) cac bat dang thic trong (1.1 ) - (1.2) thi né duge
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goi 1 chap nhan dugc chdt. Bai toan LCP (¢, M) goi 1a chap nhan duoc
(hay chdp nhan duge chdt) néu cé ton tai vécto chap nhan duge (hay
chap nhan dugc chat). Tap tat ca cac vécto chap nhan dugc clia bai toan
LCP (q, M) goi 1a mién chap nhan duge va ky hieu 1a FEA (¢, M). Dat

w=q+ Mz (1.4)

Vécto chap nhan duge z ctia LCP (g, M) théa man (1.3) khi va chi
khi
zw; =0v6imoii=1,2, .. n (1.5)

Diéu kién (1.5) thuong duge dung thay cho diéu kien (1.3). 2z; va w;
goi 1a mot cap bu va ching dude goi 1a bu nhau. Vécto z théa man (1.5)
ducce goi 1a cac vécto bu. Vi thé, LCP 1a bai toan tim vécto chap nhan
duge va bi. Mot vécto nhu thé goi 1a mot nghiém (solution) ciia LCP.
Bai toan LCP (¢, M) goi la gidi dugc (solvable) néu n6 c6 nghiem. Ky
hiéu tap nghiém ctua LCP (q, M) 1a SOL (g, M). Cha y 1a néu ¢ > 0 thi
LCP (g, M) luon giai duge véi vécto 0 1a nghiém tam thuong.

Cach xac dinh w nhu trén thuong duge ding dé dién dat theo cach
khac ctia bai toan LCP (g, M), thuéan tién hon cho xay dung céac thuat
toan giai. Cu thé la bai toan tim cac vécto khong am w va z trong R”
théa man (1.4) va (1.5). Dé tién cho trich dan vé sau, ta viét lai cac diéu
kién (1.1) - (1.4) ctia bai toan LCP duéi dang

w>0,22>0,

Rang buoc zTw = 0 duge goi 1a rang budc b (Complementarity

Constraint) va c¢6 thé viét dudi dang 2z Lw, trong d6 L 13 ky hiéu "vuong
goc".

Truong hop riéng ctia bai toan LCP (¢, M) khi ¢ = 0 rat dang dugc
chii y. Bai toan nay duge goi 1a bai todn bu tuyén tinh thuan nhat tuong
ting v6i ma tran M. Mot tinh chat dic thu ctia bai toan LCP (0, M) 1a
néu z € SOL(0, M) thi Az € SOL(0, M) v6i moi s6 thuc A > 0. Bai

toan bl tuyén tinh thuan nhat c6 vécto 0 1a nghiem tam thuong. Cau
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hoi "liéu bai toan dac biét nay c6 nghiém khac thuong hay khong" c6 v
nghia rat quan trong vé ly thuyét va thuat toan.

Vi du 1.1(Bai toan mot chiéu). Cho trude hai s6 thuc ¢, m € R, tim
hai bién s6 z,w € R sao cho

2> 0,w>0,w=qg+mzvaz(qg+mz)=0.

D6 1a bai todn bu tuyén tinh trong R. Hinh 1.1 minh hoa hinh 4nh
hinh hoc ctia bai toan nay trong truong hop ¢ > 0,m < 0. Bai toan &
Hinh 1.1 ¢6 2 nghiém:

. q
z=0w=¢qg)va (z=——,w=0
( , q) va ( — )
z=0 AW
g+tmz=0
z(q + mz)=0 wW=q+mz

Hinh 1.1. Bai toan b1l tuyén tinh trong R

N6i chung, bai todn nay c6 may nghiem? Cau tra 10i cho trong bang

sau (tuy thudc gia tri cia ¢ va m).

q<0 | g=0 | qg=0
m=<0 0 1 2
m=0 0 e 1
m >0 1 1 1

Bang 1.1. S6 nghiém cia LCP trong R

C6 thé phét bicu bai toan bu (Complementarity Problem, viét tit 1a
CP) & dang tong quat hon nhu sau.

Dinh nghia 1.2. (xem [4], tr. 4-5). Cho n6on K C R" (tic la = €
K = Mx € K v6i moi s6 A > 0) va ham F : K — R". Bai toan bu, ky
hicu 1a CP (K, F'), 1a bai toan tim mot vécto z € R” théa man cac diéu
kién:

K>z21F(z) e K*
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trong d6 L 1 ky hieu "vuong goc" va K* 1a nén doi ngau (dual cone)
cua K duge xac dinh bdéi

K*:{dER":szZOvéimoiZEK},

titc 1a K* gom tat ca cac vécto khong tao thanh goc tu véi bat ky vécto
nao trong K.

Hinh 1.2. Non d6i ngau K* cia nén K

Thay cho ky hiéu L , ta c6 thé viét bai toan bu CP (K, F') dudi dang
z€ K, F(z) € K* va 21 F(z) = 0.

Bai todn b tuyén tinh LCP 13 truong hop riéng clia bai todn bi
CP khi K = R? (do d6 K* = R?) va F(2) = ¢ + Mz véi ¢ € R va
M € R™", Luan van nay chu yéu tap trung xét bai toan bii tuyén tinh
LCP.

1.1.2. Nguon gbc bai toan bu tuyén tinh

Veé lich sti, bai toan LCP duge xem nhu sy dién dat théng nhat cia
cac bai toan qui hoach tuyén tinh, qui hoach toan phuong va bai toan
tro choi song ma tran. Thuc ra, bai toan qui hoach toan phuong luon da
va sé tiép tuc 1a nguon tng dung cuc ky quan trong ctia bai toan LCP.
Mot s6 thuat toan c6 hieu qua cao dé giai qui hoach toan phuong la dua
tren cach dién dat ctia bai toan LCP. Con vé bai toan tro choi song ma
tran, bai toan LCP da la phuong tién dé kham phé ra mot cong cu hiéu
qua, c6 tinh chat kién thiét, dé tinh todn nghiém can bang. Bai toan bu
tuyén tinh c6 nhiéu tng dung phong phi va da dang. Trong muc nay ta
sé mo ta mot s6 tng dung co dién nay va trong mdi tng dung sé chi ra
mot sb tinh chat dac biét clia ma tran M trong bai toan LCP tuong tng.



e Qui hoach toan phuong
Xét bai toan qui hoach toan phuong (Quadratic Program, viét tat 1a
QP)

1
flz)=cle+ §SCTQ£C — min
v6i cac dieu kién
Ax > b,z >0,

trong d6 Q € R™" d6i xing, ¢ € R", A € R™" va b € R™. Truong
hop Q = 0 ta nhan dugc bai todn qui hoach tuyén tinh (Linear Program,
viét tat 1a LP). Néu x 1a mot nghiém t6i uu dia phuong ctia bai toan
QP thi ton tai vécto y € R™ sao cho cap (z,y) thdéa man diéu kien
Karush-Kuhn-Tucker, goi tat 1a dieu kién KKT:

u=c+Qr—ATy>0,2>0,27u=0, (1.6)

v=—b+Ax >0, y>0,9"v=0. (1.7)

Thém vao d6, néu @ 1a ma tran nia xac dinh duong, nghia 14 ham
muc tiu f(z) 1a 16i thi (1.6) - (1.7) la diéu kien dt dé cho vécto x 1a
mot nghiém t6i uu toan cuc ciia bai toan qui hoach toan phuong 16i.

Céc diéu kién (1.6) - (1.7) xac dinh bai toan bu tuyén tinh LCP (¢, M)

VOl AT
o= S wv= 370

Dé y 14 ma tran M khong déi xtng (trit khi A khong c6 hodc bang
0) mac dit Q d6i xtng. Tuy thé, M c6 tinh chat goi 1a song doi xing
(bisymmetry). Theo dinh nghia, mot ma tran vuong N 1a song doi ziing
néu sau khi hoan vi mot tap nhu nhau céc hang va cot, c¢6 thé dua ma

G —A7
vl

tran vé dang

voi G va H d6i xting. Néu @ ntia xac dinh duong nhu trong qui hoach
toan phuong 16i thi M 1a mot ma tran song doi xting. (Nh6 rang ma tran
vuong Q la nia zdc dinh duong néu 27 Qz > 0 véi moi vécto 2).

Mot truong hgp riéng quan trong cta bai toan toan phuong QP la
khi n6 chi c6 cac rang buoc vé dau doi véi cac bién x. Khi do, bai toan



QP c¢6 dang don gian
f(z) ="z + 27 Qx — min

v6i dieu kién
xz > 0.

Néu @ ntta xac dinh duong thi bai toin dang don gidn nay hoan toan
tuong duong véi bai toan LCP (¢, Q). C6 nhiéu tng dung trong cong
nghiép va vat 1y dan téi mo hinh qui hoach toan phuong 161 dang dic
biét trén ma ta vita chi ra 1a tuong duong véi bai todn bu tuyén tinh
LCP (¢, Q). Céac ung dung d6 bao gom bai toan tiép xic, bai toan chat
16ng nhét, bai toan vat can, bai toan xoan chat déo dan hoi ciing nhu
nhiéu bai toan bién tu do khac. LCP c6 vai trdo quan trong trong viéc
gidi s6 cac bai toan tng dung nay.

e Tro choi song ma tran

Tro choi song ma tran (Bimatrix Game), ky hieu G(A, B), gom hai
ngudi chai, goi 1a nguoi choi 1 va nguoi choi 11. Moéi nguoi choi (Player)
c6 mot s6 hitu han hanh dong (actions), goi 1a cac chién luge don (pure
strategies), dugc quyen lya chon. Trong loai tro choi nay khong nhat
thiét mot ngudsi thang, mot ngudi thua. Vi thé, thuat ngit tro choi song
ma trgn thuong c6 nghia 1a mot trd choi hdu han (finite), hai nguoi
(two-person), tong khdc khong (nonzero-sum). Tro choi déi khang hai
ngudi véi tong bang khong thuong dude xét trong qui hoach tuyén tinh.

Ta hinh dung nguoi choi I ¢6 m chién luge don, nguoi choi II ¢6 n
chién luge don. Céc chit cai A va B trong ky hiéu tro choi G(A, B) la
cac ma tran cAp m x n véi cac phan ti biéu thi chi phi hai ngusi choi
phai tra. Nhu vay, khi ngudi choi I chon chién luge don i (i = 1,...,m)
va ngudi chaoi IT chon chién luge don j (j = 1,...,n) thi mdi ngudi choi
phai trd mot chi phi tuong ting 1a a;; va b;;. Do khong doi héi tong hai
chi phi nay béng 0 nén c6 thé c6 a;; + b;; # 0.

Chién thudt hon hop (mixed strategy) hay chién thudt ngau nhién
(randomized strategy) ctia nguoi choi I 1a vécto z € R™ véi thanh phan
z; bieu thi xdc sudt chon chién luge don 4, titc laz >0 va > o' x; = 1.
Chién luge hén hop ctia ngudi choi II duge dinh nghia tuong ty. Do do,
néu r va y la cap chién luge hén hgp tuong ting ciia nguoi choi I va II



