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L&i mé dau

Vanh Gorenstein 1a mot cau tric quan trong trong dai s6 giao hoan
va hinh hoc dai s6. Lép cac vanh nay c6 quan hé chit ché véi vanh chinh
quy, vanh giao day di, vanh Cohen-Macaulay theo so do

Chinh quy = giao day di = Gorenstein = Cohen-Macaulay.

Grothendieck 13 nguoi dau tién dua ra dinh nghia va nghién citu vé
vanh Gorenstein, con tén Gorenstein duge dat theo tén cua nha toan hoc
Daniel Gorenstein (1923 - 1992) do cong trinh ciia ong vé doi ngau trén
cac duong cong dai s6. Vanh Gorenstein duge nhiéu nha toan hoc nghién
ciiu, c6 thé ké dén cac cong trinh ctia Macaulay, Serre, Grothendieck hay
Bass. Trong d6, Bass 1a mot trong nhitng nguoi c6 déng goép nhicéu nhat
trong viéc nghién cttu vanh nay, cac dinh nghia vanh Gorenstein trong
cac tai ligu hien nay hau hét 1a ciia ong (xem thém trong bai bao [4] cta
Huneke). C6 nhiéu cach dé dinh nghia vanh Gorenstein, trong dé tiéu biéu
la thong qua tinh hitu han ctia chiéu noi xa. Trong luan van, chung to6i
chon cach dinh nghia thong qua modun chinh tac bdéi n6 c6 lien hé chat

ché v6i 1y thuyét déi ngau trén pham trit cic modun.

Muc dich ctia luan van 1a trinh bay lai mot s6 két qud vé modun
chinh tic va vanh Gorenstein dia phuong trong truong hgp chiéu duong
dua theo tai lieu [3] ctia D. Eisenbud va [5] cia H. Matsumura. Truong

hop chiéu 0 duge xét trong luan van ctia Vi Thi Duyén [2].

Luan van chia lam ba chuong. Trong Chuong 1, chiing toi trinh bay
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mot so kien thic co sd ve giai ndi xa toi tieu, chieu ndi xa va modun



Cohen-Maccaulay. Day la nhitng cong cu c¢o ban dung cho cac dinh nghia

va chitng minh & hai chuong sau.

Chuong 2 dude danh dé trinh bay vé modun chinh tic trén vanh
Cohen-Macaulay dia phuong. Chuong 2 chia lam hai phan. Tiét 1 cua
chuong, chiing toi trinh bay vé modun chinh tac trén vanh Cohen-Macaulay
dia phuong. Két qua chinh ciia tiét nay 1a Dinh 1y 2.1.7. Dinh 1§ nay trinh
bay dieu kién can va di dé mot modun hitu han sinh trén mot vanh
Cohen-Macaulay dia phuong 1a modun chinh tic thong qua do sau, chiéu
noi xa va cau tric vanh cac tir dong cau. Tiét sau ctia chuong, ching toi
xét modun chinh tic trén vanh ntta nhém mot bién. Dinh 1y 2.2.6 cho
phép ta mo6 td modun chinh tac clia vanh nita nhém bat ky mot cach cu

thé.

Chuong cudi ctia luan van, ching toi trinh bay vé vanh Gorenstein
dia phuong. Tiét dau ciia chuong nay, sau khi dinh nghia vanh Gorenstein
qua modun chinh tac, ching toi trinh bay dic trung Gorenstein clia mot
vanh dia phuong thong qua chiéu noi xa va tinh triét tiéu cia cac modun
Ext. Day nam trong nhiing dic trung quan trong nhat ctia vanh Goren-
stein. Tiét 2 ctia chuong, ching ta tré lai v6i vanh nita nhém mot bién.
Dira vao cdc mo ta modun chinh tac ctia vanh nita nhom mot bién trong
chuong 2, ching toi chiing minh mot dac trung tinh chat Gorenstein ctia
vanh nay thong qua tinh chat t6 hgp clia nita nhém tuong tng (Dinh 1y
3.2.1). Dya vao dac trung do6, ching toi dua ra mot s6 vi du cu thé vanh

nita nhoém Gorenstein.

Vi diéu kién thoi gian nén luan vin van con nhiing thiéu sot. Tac

gid mong nhan dugce sy gép ¥ clia thay co, cac ban hoc viéen, doc gid quan



tam dé luan van dugc hoan thién hon.

Luan van dugce hoan thanh dwéi sy huéng dan tan tinh ciua TS.
Doan Trung Cuong, Vién Toan hoc. Thay da danh rat nhiéu thoi gian va
cong stc gitup toi hoan thanh luan van. Nhan dip nay to6i xin bay té long
biét on sau sac t6i thay. Toi ciing xin cam on TS. Tran Nguyén An, PGS.
TS. Le Thanh Nhan da tao diéu kién va gitp do to6i nam nhitng kién thiic
co s8. Toi xin cam on cac thay ¢o6 ¢ Vien Toan hoc, Khoa Toan va Khoa
Sau Dai hoc truong Dai hoc Su pham - Dai hoc Thai Nguyén da tan tinh

giang day va gitup dé toi trong qua trinh hoc tap tai truong.

Thai Nguyén, thang 5 nam 2014

Tac gia luan van

Lé Manh Crtru

Xéac nhan cua khoa Toan Xac nhan cua ngusi huéng dan



Chuong 1

Kién thitc chuan bi

Trong chuong nay ching toi trinh bay dinh nghia vA mot s6 tinh
chat co ban vé giai noi xa téi tieu, chiéu noi xa, day chinh quy, do sau
va modun Cohen-Macaulay phuc vu cho viéc tim hiéu médun chinh tic
va vanh Gorenstein sé dugc trinh bay ¢ hai chuong sau. Trong dé quan
trong nhat 1a Ménh deé 1.1.9 cho ta cach xay dung gidi noi xa téi tieu cia
modun M /xM trén vanh A/(z) khi biét gidi noi xa t6i tiéu clia modun
M trén vanh A. Két qua nay duge st dung thuong xuyén trong cac ching

minh bang phuong phap quy nap.

1.1 Giai ndi xa toi tieu va chiéu noi xa

Trong toan bo luan van chiing t6i luon xét vanh la giao hoan va cé
don vi. Khai niém modun noi xa dugdec R. Baer phat hién vao nam 1940.
Tu do t6i nay 16p modun nay da trd thanh cong cu quan trong cta dai

s0, trong do6 c6 dai so giao hoan.



Dinh nghia 1.1.1. Cho A 1a mét vanh giao hoan, mét A—modun E 1a
noi xa néu véi mdi don cau f: N — M gitta cdc A—modun va mot dong

cau g : N — E, luon ton tai mot dong cau h : M — E sao cho g = ho f.

Mot tinh chat co ban ctia modun noi xa la tinh chat ndi xa duge
bao toan khi dia phuong hoéa tai mot idéan nguyén t6 bat ki ctia vanh. Va

d6 1a noi dung ciia ménh dé sau.

Ménh dé 1.1.2. Cho A la mot vanh Noether, M la mot A—modun
hitw han sinh va p la idéan nguyén t6 cia A. Khi dé Homua(M,N), =
Homy, (My, Ny), nhu la cic Ay—modun. He qud la, néu I la mot A—modun

noti xa thi I, la mot Ay—modun noi zq.

Chiing minh. Vi M 13 A—modun hitu han sinh nén ta c6 mot toan cau
o : A" — M, khi d6 Ker ¢ ciing 1a A—modun hitu han sinh nén ton tai
mot toan cau ¢ : A5 — Ker ¢. Do d6 day

A5G AT S M0 (1)

14 kh6p. Dia phuong héa day khép trén tai idéan nguyeén t6 p ta duoc day
khép
¥ @
Ay — Ay = M, — 0, (2)
trong dé ¢ vd B la hai dong ciu cam sinh tuong tng clia ¢ va . Hon
nita, ta duge biéu do sau la giao hoan

A5 AT Y M0

L

As P Ar o M, ——0

Tac dong ham tt Homy(—, N) vao (1) ta duge day khép

0 — Homyu (M, N) — Homy(A", N) — Hom (A% N).



Dia phuong hoéa day khép trén tai p ta duge day khép
0 — Homyu (M, N), — Homy(A", N), — Homu(A’, N),.
Tac dong ham tt Homy, (—, NV,) vao (2) ta duge day khdp
0 — Hom, (M,, Np) — Homy, (A}, Np) — Homy, (A, Np).

Ta dudc mot biéu do giao hoan véi cac dong 1a khép

0 — Homu(M,N), 2+ Homyu(A",N), =+ Homy(A% N),
lfl lf2 lf3

0 — Homy, (M,, Ny) AR Hom 4, (Ay, Ny) BAEY Hom g, (Ap, Ny),

trong d6 o1 VA @9 cam sinh béi ¥ va ¢, @3 VA 4 cdm sinh béi 1 va
B, fo va f3 la cac dang cau. Ta sé ching minh f; 1a dang cau. Gia st
z € Homy (M, N)p ma fi(z) = 0. Suy ra fa(e1(x)) = es(fi(z)) = ¢3(0) =
0. Do d6 ¢1(z) € Ker(fs) = 0 nén x = 0. Suy ra f; 1a don cau. Tiép
theo, ta ching minh f; la toan cau. Gia sit y € Homy, (M,, N,). Suy ra
@3(y) € Ker(ps), nén ton tai z € Homa (A", N), sao cho fa(z) = ps3(y).
Suy ra z € Im ey, nén ton tai € Homy (M, N), ma ¢;(z) = z. Ta ¢6
ox(Fi(2)) = lr(x)) = folz) = os(u). Vi @5 I don chu nem fi(z) = .
Do d6 f la toan cau. Vay Homyu (M, N), = Homy, (M,, N,).

Néu I 1a A—modun noi xa thi ham tt Homy(—, ) tit pham tru céc
A—modun hitu han sinh t6i pham tru cac A—modun la ham t1t khép. Do
d6 Hom(—, I), tit pham tru cac A,—modun hitu han sinh téi pham tru
cac Ap—modun la ham ti khép. Do d6 Homy, (—, I,) 1a khép va I, 1a mot

Ay—modun noi xa. ]

Ung v6i méi modun c6 mot modun noi xa rat quan trong 1a bao noi



xa ctia modun dé. Khai niem nay dugde trinh bay & phan tiép theo cho

phép ta xay dung gidi ndi xa t6i tieu ciia mot modun.

Dinh nghia 1.1.3. Cho M 13 mot A—modun khong tam thudng trén
vanh giao hoan A. Mot A—modun noi xa £ dugde goi la bao ndi xa cua
M néu M C E 1a mdodun con va véi méi modun con khac khong N cia

E luon ¢c6 N N M # 0. Ta ki hiéu bao noi xa cia M la E(M).

Dinh nghia 1.1.4. Cho M la mot A—modun khong tam thudng trén
vanh giao hoan A. M6t giai ndi xa cia A— modun M la mot day khép

00— M — Ey— E1 — Ey — ..., trong d6 cac E; 1a ndi xa, véi moi ¢ > 0.

. 2 N . ~ X 9. ~ £ - < 2 ~ ~
Tiep theo la dinh nghia vé giai néi xa toi tieu, mot cong cu quan

trong de nghién citu vé modun chinh tac.

Dinh nghia 1.1.5. Cho M 1a mét moédun trén vanh giao hoan A. Mot
giai noi xa cua M
0—>M — Ey— E; — ...
13 gidi noi xa tdi tiéu néu v6i mdi n > 0, ta dat M, = Coker(E,_; — E,,)
thi F,.1 = E(M,) va énh xa E, — E,.1 1a hgp thanh ctia hai anh xa tiy
nhién
E, — M, — E,.1 = E(M,).

Ngoai dinh nghia trén, giai noi xa téi tiéu con c6 mot cach dinh

tuong duong khac nhu sau.

B6 dé 1.1.6. Cho M la mot modun trén vanh giao hodn A. Mot daiy

A—maodun noi xa

Ee: By > FE1—..—E, = E,1— ..



