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Më ®Çu

Cho (R,m) lµ vµnh giao ho¸n ®Þa ph­¬ng, a lµ mét i®ªan cña R, M lµ

R-m«®un h÷u h¹n sinh víi dimM = d vµ cho s > −1 lµ mét sè nguyªn.

Kh¸i niÖm M -d·y víi chiÒu > s ®· ®­îc ®­a ra bëi Brodmann-Nhµn [BN]

nh­ lµ mét sù më réng cña kh¸i niÖm d·y chÝnh quy suy réng ®­îc giíi

thiÖu bëi Nhµn [N] tr­íc ®ã. Víi kh¸i niÖm nµy, c¸c kh¸i niÖm d·y chÝnh

quy, f -d·y quen biÕt vµ d·y chÝnh quy suy réng ®· t­¬ng øng trë thµnh c¸c

M -d·y víi chiÒu > −1, 0, 1 (xem [BN], [CST], [N],...). N¨m 2009, dïng

kh¸i niÖm M -d·y víi chiÒu > s, N. Zamani [NZ] ®· giíi thiÖu kh¸i niÖm

líp m«®un tháa m·n mäi hÖ tham sè lµ M -d·y víi chiÒu > s vµ gäi lµ

m«®un Cohen-Macaulay víi chiÒu > s. Khi ®ã, c¸c líp m«®un quen biÕt

trong ®¹i sè giao ho¸n lµ Cohen-Macaulay, f -m«®un giíi thiÖu bëi C­êng-

Schenzel-Trung [CST], f -m«®un suy réng ®­a ra bëi Nhµn-Morales [NM]

t­¬ng øng trë thµnh c¸c tr­êng hîp ®Æc biÖt cña m«®un Cohen-Macaulay víi

chiÒu > −1, 0, 1.

LuËn v¨n nh»m tr×nh bµy l¹i c¸c kÕt qu¶ vµ chøng minh chi tiÕt bµi b¸o cña

N. Zamani [NZ] "Cohen-Macaulay Modules in Dimension > s and Results

on Local Cohomology" ®¨ng trªn t¹p chÝ Communication in Algebra n¨m

2009. LuËn v¨n ®­îc chia thµnh 3 ch­¬ng. Ch­¬ng 1 dµnh ®Ó nh¾c l¹i mét sè

kiÕn thøc c¬ së cã liªn quan ®Õn néi dung cña luËn v¨n nh­ tËp i®ªan nguyªn

tè liªn kÕt, hÖ tham sè, hµm tö më réng, m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng,...

§Ó theo dâi mét c¸ch t­¬ng ®èi hÖ thèng, Môc 1.5 cña Ch­¬ng 1 nh¾c l¹i

kh¸i niÖm d·y chÝnh quy, d·y chÝnh quy läc, d·y chÝnh quy suy réng vµ t­¬ng

øng lµ c¸c líp m«®un Cohen-Macaulay, f -m«®un, f -m«®un suy réng vµ mét

sè tÝnh chÊt cña chóng.

Néi dung chÝnh cña luËn v¨n ®­îc tr×nh bµy trong Ch­¬ng 2 vµ Ch­¬ng

3. Ch­¬ng 2 cña luËn v¨n tr×nh bµy kh¸i niÖm d·y chÝnh quy víi chiÒu > s
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trong bµi b¸o cña Brodmann-Nhµn [BN] vµ mét sè tÝnh chÊt cña d·y nµy

th«ng qua tËp support vµ chiÒu cña m«®un më réng Ext cña M . Cho s > 0

lµ mét sè nguyªn, a lµ i®ªan cña R, khi ®ã nÕu dimM/aM > s th× mçi

M -d·y víi chiÒu > s trong a lu«n cã thÓ më réng ®­îc thµnh mét M -d·y

víi chiÒu > s cùc ®¹i vµ tÊt c¶ c¸c M -d·y víi chiÒu > s cùc ®¹i trong a

®Òu cã ®é dµi nh­ nhau vµ ®é dµi chung ®ã chÝnh b»ng sè nguyªn i nhá nhÊt

sao cho dim(Supp(H i
a(M))) > s, còng chÝnh lµ sè nguyªn i nhá nhÊt sao

cho dim(ExtiR(R/a,M)) > s. §é dµi nµy ®­îc gäi lµ ®é s©u víi chiÒu > s

cñaM trong a, kÝ hiÖu lµ depth(a,M,> s). Môc tiÕp theo cña Ch­¬ng 2 lµ

c¸c kÕt qu¶ chÝnh cña luËn v¨n, tr×nh bµy kh¸i niÖm m«®un Cohen-Macaulay

víi chiÒu > s vµ chøng minh l¹i chi tiÕt c¸c kÕt qu¶ vÒ ®Æc tr­ng cña m«®un

Cohen-Macaulay víi chiÒu > s: M lµ Cohen-Macaulay víi chiÒu > s nÕu

vµ chØ nÕu (Supp(M))>s lµ catenary, ®¼ng chiÒu (dimM = dimR/p víi

mäi i®ªan nguyªn tè tèi thiÓu p ∈ (Supp(M))>s) vµ Mp lµ Rp-m«®un

Cohen-Macaulay víi mäi p ∈ (Supp(M))>s. H¬n n÷a, nÕu gi¶ thiÕt R lµ

vµnh th­¬ng cña vµnh Cohen-Macaulay th× M lµ m«®un Cohen-Macaulay

víi chiÒu > s nÕu vµ chØ nÕu ®Çy ®ñ m-adic M̂ cña M còng lµ m«®un

Cohen-Macaulay víi chiÒu > s.

Ch­¬ng cuèi cïng cña luËn v¨n chøng minh mét sè kÕt qu¶ vÒ tÝnh h÷u

h¹n cña tËp i®ªan nguyªn tè liªn kÕt cña mét sè m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa

ph­¬ng cña mét m«®un Cohen-Macaulay víi chiÒu > s. Chó ý r»ng c¸c kÕt

qu¶ t­¬ng tù còng ®· ®­îc Hellus [H, §Þnh lý 4] chøng minh cho tr­êng hîp

M = R, trong ®ãR lµ vµnh Cohen-Macaulay, Asadollahi-Schenzel [AS, §Þnh

lý 1.1] më réng cho tr­êng hîp M lµ m«®un Cohen-Macaulay suy réng vµ

Nhµn-Morales [NM, §Þnh lý 4.1] chøng minh cho tr­êng hîpM lµ f -m«®un

suy réng.

PhÇn kÕt luËn cña luËn v¨n tæng kÕt c¸c kÕt qu¶ ®· ®¹t ®­îc.
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Ch­¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ

Trong ch­¬ng nµy, ta kÝ hiÖu R lµ vµnh giao ho¸n, Noether vµ M lµ R-

m«®un cã chiÒu Krull dimM = d. C¸c gi¶ thiÕt kh¸c vÒ vµnh vµ m«®un khi

cÇn sÏ ®­îc nh¾c l¹i.

1.1 TËp i®ªan nguyªn tè liªn kÕt

§Þnh nghÜa 1.1.1. (i) Gi¶ söM lµ mét R-m«®un. Mét i®ªan nguyªn tè p cña

R ®­îc gäi lµ i®ªan nguyªn tè liªn kÕt cñaM nÕu tån t¹i phÇn tö 0 6= x ∈M
sao cho p = AnnR(x).

(ii) M«®un con Q cña M ®­îc gäi lµ m«®un con nguyªn s¬ cña M nÕu

M/Q 6= 0 vµ víi mçi a ∈ ZD(M/Q), tån t¹i n ∈ N sao cho an(M/Q) = 0.

Khi ®ã p =
√

AnnR(M/Q) lµ mét i®ªan nguyªn tè cña R, ta nãi Q lµ mét

m«®un con p-nguyªn s¬ cña M.

(iii) Cho N lµ m«®un con cña R m«®un M ta nãi N cã ph©n tÝch nguyªn

s¬ nÕu tån t¹i c¸c m«®un con nguyªn s¬ Qi víi i = 1, . . . , n, sao cho

N = Q1 ∩ . . . ∩ Qn thµnh giao cña h÷u h¹n c¸c m«®un con pi-nguyªn

s¬. NÕu N = 0 hoÆc N 6= 0 cã mét ph©n tÝch nguyªn s¬ th× ta nãi N lµ ph©n

tÝch ®­îc. Ph©n tÝch nguyªn s¬ nµy ®­îc gäi lµ tèi thiÓu (thu gän) nÕu c¸c

i®ªan nguyªn tè pi lµ ®«i mét kh¸c nhau vµ kh«ng cã h¹ng tö Qi nµo lµ thõa,
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nghÜa lµ víi mäi i = 1, . . . , n

Qj 6⊆
n⋂

i=1;i6=j

Qi.

(iv) DÔ thÊy r»ng mäi ph©n tÝch nguyªn s¬ cña N ®Òu cã thÓ ®­a ®­îc vÒ

d¹ng thu gän. Khi ®ã tËp hîp {p1, . . . , pn} lµ ®éc lËp víi viÖc chän ph©n tÝch

nguyªn s¬ tèi thiÓu cña N vµ ®­îc gäi lµ tËp c¸c i®ªan nguyªn tè liªn kÕt

cña M/N , kÝ hiÖu bëi AssRM/N . C¸c h¹ng tö Qi, i = 1, . . . , n, ®­îc gäi

lµ c¸c thµnh phÇn nguyªn s¬ cña N . NÕu pi lµ tèi thiÓu trong AssRM/N th×

Qi ®­îc gäi lµ thµnh phÇn c« lËp, ng­îc l¹i th× Qi ®­îc gäi lµ thµnh phÇn

nhóng.

MÖnh ®Ò 1.1.2. [Mat, §Þnh lý 6.1, §Þnh lý 6.3, §Þnh lý 6.5].

(i) p lµ mét i®ªan nguyªn tè liªn kÕt cña M khi vµ chØ khi tån t¹i N lµ

R-m«®un con cña M sao cho N ®¼ng cÊu víi R/p.

(ii) NÕu p lµ mét i®ªan nguyªn tè cña vµnh R th× Ass(R/p) = {p}.

(iii) Cho p lµ phÇn tö tèi ®¹i cña tËp i®ªan cã d¹ng Ann(x), trong ®ã

0 6= x ∈M. Khi ®ã p ∈ Ass(M). V× thÕ,M 6= 0 khi vµ chØ khi Ass(M) 6= ∅.
H¬n n÷a, tËp ZD(M) c¸c ­íc cña kh«ng cñaM chÝnh lµ hîp cña c¸c i®ªan

nguyªn tè liªn kÕt cña M.

(iv) AssR̂ M̂ =
⋃

p∈AssM AssR̂ M̂/pM̂.

(v) Cho d·y khíp ng¾n c¸c R-m«®un

0 −→M ′ −→M −→M ′′ −→ 0.

Khi ®ã

(a) AssR(M ′) ⊆ AssR(M) ⊆ AssR(M ′) ∪ AssR(M ′′);

(b) SuppR(M) = SuppR(M ′) ∪ SuppR(M ′′).
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(vi) Cho M lµ R-m«®un h÷u h¹n sinh. Khi ®ã AssR(M) lµ tËp h÷u h¹n vµ

AssR(M) ⊆ SuppR(M). H¬n n÷a, c¸c phÇn tö tèi thiÓu cña AssR(M) vµ

SuppR(M) lµ nh­ nhau.

1.2 HÖ tham sè

Môc nµy dµnh ®Ó nh¾c l¹i c¸c kh¸i niÖm vµ c¸c tÝnh chÊt quan träng vÒ hÖ

tham sè trªn vµnh giao ho¸n, Noether, ®Þa ph­¬ng (R,m) vµM lµ R-m«®un

h÷u h¹n sinh (xem [Mat]).

§Þnh nghÜa 1.2.1. Mét hÖ gåm d phÇn tö x1, . . . , xd ∈ m tho¶ m·n

`R(M/(x1, . . . , xd)M) <∞ ®­îc gäi lµ mét hÖ tham sè cña M.

Mét d·y (xn) ⊆ R ®­îc gäi lµ mét d·y Cauchy theo t«p« m-adic nÕu víi

mçi k ∈ N cho tr­íc, tån t¹i sè tù nhiªn n0 sao cho xn − xm ∈ mk víi mäi

n,m ≥ n0. D·y (xn) ⊆ R ®­îc gäi lµ d·y kh«ng nÕu víi mçi k ∈ N cho

tr­íc, tån t¹i sè n0 sao cho xn ∈ mk víi mäi n ≥ n0. Ta trang bÞ quan hÖ

t­¬ng ®­¬ng trªn tËp c¸c d·y Cauchy nh­ sau: Hai d·y Cauchy (xn), (yn)

®­îc gäi lµ t­¬ng ®­¬ng nÕu d·y (xn − yn) lµ d·y kh«ng. KÝ hiÖu R̂ lµ tËp

c¸c líp t­¬ng ®­¬ng. Chó ý r»ng quy t¾c céng (xn) + (yn) = (xn + yn) vµ

quy t¾c nh©n (xn)(yn) = (xnyn) kh«ng phô thuéc vµo c¸ch chän c¸c ®¹i diÖn

cña c¸c líp t­¬ng ®­¬ng. V× thÕ nã lµ c¸c phÐp to¸n trªn R̂ vµ cïng víi hai

phÐp to¸n nµy, R̂ lµm thµnh mét vµnh Noether ®Þa ph­¬ng víi i®ªan tèi ®¹i

duy nhÊt lµ mR̂. Vµnh R̂ võa x©y dùng ®­îc gäi lµ vµnh ®Çy ®ñ theo t«p«

m-adic cña R.

Mét d·y (zn) ⊆M ®­îc gäi lµ d·y Cauchy theo t«p« m-adic nÕu víi mçi

k ∈ N cho tr­íc, tån t¹i sè tù nhiªn n0 sao cho zn − zm ∈ mkM víi mäi

n,m ≥ n0. Tõ kh¸i niÖm d·y Cauchy nh­ trªn, t­¬ng tù ta ®Þnh nghÜa ®­îc

kh¸i niÖm m«®un ®Çy ®ñ theo t«p« m-adic trªn vµnh R̂. M«®un nµy ®­îc kÝ

hiÖu lµ M̂.
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MÖnh ®Ò 1.2.2. [Mat, §Þnh lý 14.1, §Þnh lý 14.2].

(i) PhÇn tö x ∈ m lµ phÇn tö tham sè cña M khi vµ chØ khi x /∈ p, víi mäi

p ∈ Ass(M) sao cho dimR/p = d. HÖ c¸c phÇn tö x1, . . . , xd ∈ m lµ hÖ

tham sè cñaM khi vµ chØ khi xi+1 /∈ p, víi mäi p ∈ AssR(M/(x1, . . . , xi)M)

tho¶ m·n dimR/p = d− i, víi mäi i = 1, . . . , d− 1.

(ii) Cho x1, . . . , xt ∈ m lµ c¸c d·y c¸c phÇn tö, víi t 6 d. Khi ®ã

dim(M/(x1, . . . , xt)M) ≥ dimM − t.

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi x1, . . . , xt lµ mét phÇn hÖ tham sè cña M.

(iii) NÕu x1, . . . , xd lµ hÖ tham sè cña M th× víi mäi sè nguyªn d­¬ng

a1, . . . , ad, ta cã xa11 , . . . , x
ad
d còng lµ mét hÖ tham sè cña M.

(iv) NÕu x1, . . . , xd lµ mét hÖ tham sè cña M th× nã còng lµ hÖ tham sè cña

M̂, trong ®ã M̂ lµ ®Çy ®ñ m-adic cña M.

1.3 Hµm tö më réng

Trong phÇn nµy ta ®­a ra kh¸i niÖm vµ c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña m«®unExt

th­êng ®­îc dïng trong luËn v¨n (xem [Mat]).

§Þnh nghÜa 1.3.1. Cho M,N lµ c¸c R-m«®un vµ n > 0 lµ mét sè tù nhiªn.

M«®un dÉn xuÊt ph¶i thø n cña hµm tö Hom(−, N) øng víi M ®­îc gäi lµ

m«®un më réng thø n cña M vµ N, ®­îc kÝ hiÖu lµ ExtnR(M,N).

Cô thÓ, ®Ó x©y dùng ExtnR ta lÊy mét gi¶i x¹ ¶nh cña M

. . .→ P2
.u2→ P1

.u1→ P0
ε→M → 0.

T¸c ®éng hµm tö Hom(−, N) vµo d·y khíp trªn ta cã ®èi phøc

0→ Hom(P0, N)
u∗1→ Hom(P1, N)

u∗2→ Hom(P2, N)→ . . .
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