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MG DAU

Trong sudét luan van nay, ta luon gia thiét cac vanh la giao hoan,
Noether. Phan tich nguyén so va tap idéan nguyén t6 lién két déng
vail tro quan trong trong viéc nghién cttu modun trén vanh giao hoan
Noether. Ly thuyét phan tich nguyén so cho mot idéan hay cho mot
modun dugc xem nhu moé rong cua DPinh 1y co ban cho s6 hoc: mot s6
tu nhién 16n hon 1 dugc phan tich thanh tich clia cac thira s6 nguyén
t6 va su phan tich d6 1a duy nhét néu khong ké dén thit tu cdc nhan t.
Mot phdn tich nguyén so cia modun con N cua R—modun M la mot
biéu dién N = ()_, Q;, trong d6 mbi Q; 1a p;—nguyén so.

Li thuyét biéu dién thtt cap cho cdc modun gi6i thiéu bdi 1. G. Mac-
donald [Mac] nam 1973 theo mdt nghia nao d6 la do6i ngau véi Ii thuyét
phan tich nguyén so: Mot R—modun M 1a thir cdp néu phép nhan boi
x trén M 14 toan cau hoac Iy linh v6i moi # € R. Modun M 1a biéu

dién duoc néu né 1a téng ciia nhitng modun thit cip
M=S+8++5,

trong d6 cac S; 1a modun p; thitcdp i = 1, ..., n. Néu cac p; l1a phan biét
va cac S; 1a khong bo di duogc trong su phan tich trén ctia M thi phan
tich d6 dugc goi 1a phan tich thit cdp t6i thi€éu cia M. Hon nita khi d6
tap {p1,...,pn} chi phu thuoc M ma khong phu thuoc vao bi€u dién
thit cap toi thiéu cta M, ta goi né 12 tdp cdc idéan gdn két ctia M, va ki
hiéu 1a Att M. Phan tich thit cdp va tap idéan nguyén t6 gin két dong

vai tro quan trong trong viéc nghién cttu modun Artin.
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Dai dong diéu dia phuong duge gidi thiéu bdi A. Grothendieck vao
nhitng nam 1960. Ngay nay Do6i dong diéu dia phuong da trd thanh
cong cu khong thé thi€u trong Hinh hoc dai s6, Dai s6 giao hoan. Theo
A. Grothendieck modun d6i dong di€u dia phuong véGi gid cuc dai la
cdc modun Artin. Chinh vi vay viéc nghién ctru tap idéan nguyén to6 lién
két clia cdc modun nay la can thiét. Noi dung chinh cta luan van trinh
bay lai cic két qua ctua I. G. Macdonald va R. Y. Sharp trong bai bao
"An elementary proof of the non-vanishing of certain local cohomology
modules", Quart. J. Math. Oxford, (2) 23, pp. 197-204 (1972) va cta
R. Y. Sharp trong bai bdo "Some results on the vanishing of local co-
homology modules", Proc. London Math. Soc, 30, pp. 177-195 (1975).
Bén canh d6 luan van trinh bay mot cach hé thong cédc kién thic vé
phan tich thit cap va tap idéan nguyén t6 gin két cia modun theo bai
bao "Secondary representation of modules over a commutative ring",
Symposia Mathematica, 11, pp. 23-43 (1973) cua I. G. Macdonald

Luan van dugc hoan thanh véi su chi day huéng dan nhiét tinh cua
thay gido Tran Nguyén An, nhan dip nay em xin bay t6 long biét on sau
sac dén thay.

Em ciing xin duogc gtri 161 cam on chan thanh dén Khoa Toan, Khoa
sau Pai hoc Truong Pai hoc Su Pham Thai Nguyén da tao di€u kién
thuan loi cho em trong thoi gian hoc tap tai truong. Xin dugc cam on
gia dinh, dong nghiép, ban be trong 16p cao hoc Toan K18 da quan tam,

dong vién, giip do em trong thoi gian hoc tap va lam luan van.



Chuong 1

KIEN THUC CHUAN BI

1.1 Vanh va modun Artin

Ta ludn gia thi€t cdc vanh la vanh giao odn Noether

1.1.1 Pinh nghia. Cho R Ia vanh giao hoan va A 1a R-modun. Khi d6
A duoc goi 1a médun Artin né€u moi day giam cdc modun con cia A déu
dirng nghia la néu Ag 2 A; O ... O A, O ... ]a mot day giam dan cac
modun con clia A thi ton tai £ € N sao cho A, = A,, v6i moi n > k.

Vanh R duoc goi la vanh Artin n€u né 1a mot R-modun Artin, tic 1a

moi day giam céc idéan cua R déu dimg.

Meénh d¢€ sau cho ta mot di€u kién tuong duong véi dinh nghia modun
Artin.

1.1.2 Ménh dé. Cho R la vanh giao hodn va A la mot R-modun. Khi
do cdc diéu kién sau la tuong duong:
(i) A la modun Artin;

(ii) Mi tdp khdc réong cdc modun con cria A déu cé phdn tir cuc tiéu.



Dé dé cap dén mot vai tinh chat cia modun Artin, sau day ta s& nhic

lai khai niém do dai cua modun.

1.1.3 Pinh nghia. Cho R la vanh giao hodn khéac khong va M 1a mot
R-modun.

(1) Mot day My € M; C --- C M, = M cac modun con ciia M
duoc goi la mot xich.

(i) Xich 0 = My ¢ M; C ... C M, = M duoc goi la mot
day hop thanh cia M néu M;,1/M; la cdic moédun don véi moi i =
0,1,...,n — 1, tic 1la M;1/M; c6 ding hai modun con 1a 0 va chinh
no.

(iii) Do dai cha M, ki hiéu 1a fz(M), 1a can trén ding cha cic do
dai cua cac xich c6 dang 0 = My C My, C ... C M,, = M, trong dé
M; # M; 1 v6imoii=0,1,...,n— 1.

Mot R-modun M duge goi 1a ¢6 do dai hitu han néu M cé it nhat
mot day hop thanh. Trong truong hop nay cac day hop thanh cta M cé
cung do dai va khi d6 do dai cua M, ki hiéu 1a {z(M), chinh la do dai
ctia mot day hop thanh nao d6 ctia M. Hon thé€ nita mbi day tang hoac
giam thuc su cic modun con ciia M déu c6 do dai khong vuot qua do

dai ctia day hop thanh.

1.1.4 Pinh ly. Ta c¢6 cdc phdt biéu sau la diing.
(i) Néu R la vanh Artin thi moi idéan nguyén t6 cua R déu t6i dai.
(ii) Néu R la vanh Artin thi R c¢6 hitu han idéan toi dai.

Bay gio ta s& nhic lai khdi niém chiéu clia vanh va chiéu ciia modun.



1.1.5 Pinh nghia. (i) Cho R la vanh giao hodn khdc khong. Mot day
Po € p1 S ... € p, trong d6 pg, p1, ..., P, la cac idéan nguyén to cla
R, goi la mot day cdc idéan nguyén té cuia R d6 dai n.

Can trén cua cac do dai cuc dai ciia day idéan nguyén to trong R cé
dang

P=Po2P1... 2P

dugc goi la do cao cua p, ky hiéu 1a ht p.

(ii) Chiéu cua vanh R, ki hiéu l1a dim R, duoc dinh nghia 1a can trén

cua do cao cac idéan nguyén to trong R
dim(R) = Sup{ht p|p € Spec(R)}.

Chiéu nay duoc goi 1a chiéu Krull ciia R. Néu dim R 1a hitu han thi né
bang do dai ctia day idéan nguyén t6 dai nhat trong R.

(iii) Cho M ## 0 la mot R-modun. Khi d6 chiéu Krull cia médun
M, ky hiéu 1a dim M, 1a dim R/ Ann M. Néu M 1a modun khong thi
ta quy uéc dim M = —1.

1.1.6 Ménh dé. R +# 0 la vanh Artin néu va chi néu R la vanh Noether
va dim R = 0.

1.1.7 B6 dé. Cho (R, m) la vanh dia phuong. Cho A la R-médun. Cdc
phdt biéu sau la diing

(i) L(A) < oo khi va chi khi A vita la Noether vita la Artin.

(ii) Cho ((A) = n < oo la médun ¢6 do dai hitu han. Khi dé
m'A = 0.



1.2 Modun Ext va modun doi dong diéu dia phuong
1.2.1 Pinh nghia. Mot gidi xa anh cua M la mot day khdp

sy P — P —F— M —0

trong d6 moéi P, 1a moédun xa anh.

1.2.2 Pinh nghia. Cho M, N la cic R—mo6dun va n > 0 la mot sO
tu nhién. Modun dan sudt phai thit n ctia ham tt Hom(—, N) tng véi
M dugc goi la modun mo réng thir n cia M va N va duge ki hiéu 1a
Ext"(M,N). Cuthé, néu ... — P, - P - Py —— M — 014
mot giai xa anh ctia M, tic dong ham tir Hom(—, N') vao day khép trén

1 u

ta c6 phuc
0 — Hom(Py, N) ~ Hom(Py, N) -2 Hom(Py, N) —> ...

Khi d6 Extj(M, N) = Keru;, ;/Imw;, 1a modun d6i dong diéu thi n
cua phuc trén (moédun nay khong phu thudc vao viéc chon giai xa anh
cua M).

1.2.3 Ménh dé. Néu M, N la hitu han sinh thi Ext'y(M, N) la hitu han

sinh voi moi n.

K&t qua dudi day cho ta tinh chat giao hoan gitra Ext va ham tir dia
phuong ho4.

1.2.4 Ménh dé. Néu S la tdp dong nhdn cia R thi

SHExth (M, N)) = Ext-.p(S'M,S™'N),



trong dé S~ la ham ti dia phuwong hod. Pdc biét,
(EXt%<M7 N))P = EXtT]%p<MP7 NP)
vOi moi idéan nguyén t6 p cua R.

1.2.5 Ménh dé. Gid sit f' : (R',wm') — (R, m) la mot toan cdu vanh.
Gid sit p € Spec(R),p’ = f~1(p) € Spec(R). Khi dé f cdm sinh toan
cdu
iR, — Ry,
thoa man f'(r'/s") = f(r")/f(s") voi moi ¥’ € R'va s’ € R'\ p'.
Gid sit M la R-médun hitu han sinh, j la sé nguyén khong dm. Khi
dé ton tai R,-modun Extg%;/(Mp, R, va

Extg%;/(Mp, R)) = (Ext), (M, R')),
nhu cac Ry,-modun.

Doi dong di€u dia phuong dugc gidi thiéu bdi A. Grothendieck vao
nhiing nam 1960. Ngay nay Dg&i dong dicu dia phuong da trd thanh
cong cu khong thé thi€u trong Hinh hoc dai s6, Dai s6 giao hodn. Trudc

tién ta gidi thiéu khdi niém ham tir /-xoan.

1.2.6 Pinh nghia. Cho [ la idéan ctia R. V6i mdéi R—modun N ta dinh
nghia I';(N) = J (0 :x I™). Néu f : N — N’ la dong cdu céc
R—modun thi ta Z?)Odéng cau f*: T'y(N) — I';(N') cho bdi f*(z) =
f(z). Khi d6 I';(—) 1a ham tir khop trai tir pham trii cic R—modun dén

pham trlil cdc R—modun. Ham tir I';(—) duoc goi 1a ham nt [—xodn.



Mot giai néi xa cua N 1a mot day khép

00— N—FEy— FE1 — FEy — ...
trong d6 moéi E; 1a modun noi xa. Chi § mdi modun déu c6 giai nodi xa.

1.2.7 Pinh nghia. Cho N la R—mo6dun va [ la idéan cua R. Modun
dan suat phai thd n clia ham to /—xoan I';(—) ung v6i N duge goi 1a
modun doi dong diéu thir n cua N, ki hiéu 1a H7(N). Cu thé, néu

(') U

0 > N >E0 )El 1>E2...

la giai ndi xa cia N, tac dong ham tir I';(—) ta c6 phic
0 — T(Ey) % D(B) 5 T(By) — ...

Khi d6 H}(N) = Kerw!/Imu!_; 1a médun déi dong di€u thit n cla

phtic trén (n6 khong phu thudc vao viéc chon giai ndi xa cua N).
Sau day la tinh chit co ban cia modun d6i dong diéu dia phuong.

1.2.8 Ménh dé. Cho N la mot R—modun.

(i) Hy(N) = T'1(N).

(ii) Vi N = N/T(N) ta c6 H}(N) = HY(N) véi n > 1.

(iii) Néu 0 — N’ — N — N" — 0 la day khép ngdn thi véi
méi n ¢é dong cdu noi HY(N") — H}™(N') sao cho ta cé day khop
dai

0 — I'y(N') — Ty(N) — I';(N") — H}(N")
— H{(N) — H;(N") — H}(N') — ...

(iv) Néu S la tap dong nhdn ciia R thi S~ (H}(N)) = HZ . (ST'N).
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