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Më ®Çu

Trong suèt luËn v¨n nµy, ta lu«n gi¶ thiÕt c¸c vµnh lµ giao ho¸n,

Noether. Ph©n tÝch nguyªn s¬ vµ tËp i®ªan nguyªn tè liªn kÕt ®ãng

vai trß quan träng trong viÖc nghiªn cøu m«®un trªn vµnh giao ho¸n

Noether. Lý thuyÕt ph©n tÝch nguyªn s¬ cho mét i®ªan hay cho mét

m«®un ®­îc xem nh­ më réng cña §Þnh lý c¬ b¶n cho sè häc: mét sè

tù nhiªn lín h¬n 1 ®­îc ph©n tÝch thµnh tÝch cña c¸c thõa sè nguyªn

tè vµ sù ph©n tÝch ®ã lµ duy nhÊt nÕu kh«ng kÓ ®Õn thø tù c¸c nh©n tö.

Mét ph©n tÝch nguyªn s¬ cña m«®un con N cña R−m«®un M lµ mét

biÓu diÔn N =
⋂r
i=1Qi, trong ®ã mçi Qi lµ pi−nguyªn s¬.

LÝ thuyÕt biÓu diÔn thø cÊp cho c¸c m«®un giíi thiÖu bëi I. G. Mac-

donald [Mac] n¨m 1973 theo mét nghÜa nµo ®ã lµ ®èi ngÉu víi lÝ thuyÕt

ph©n tÝch nguyªn s¬: Mét R−m«®un M lµ thø cÊp nÕu phÐp nh©n bëi

x trªn M lµ toµn cÊu hoÆc lòy linh víi mäi x ∈ R. M«®un M lµ biÓu

diÔn ®­îc nÕu nã lµ tæng cña nh÷ng m«®un thø cÊp

M = S1 + S2 + · · ·+ Sn,

trong ®ã c¸c Si lµ m«®un pi thø cÊp i = 1, ..., n. NÕu c¸c pi lµ ph©n biÖt

vµ c¸c Si lµ kh«ng bá ®i ®­îc trong sù ph©n tÝch trªn cña M th× ph©n

tÝch ®ã ®­îc gäi lµ ph©n tÝch thø cÊp tèi thiÓu cña M . H¬n n÷a khi ®ã

tËp {p1, . . . , pn} chØ phô thuéc M mµ kh«ng phô thuéc vµo biÓu diÔn

thø cÊp tèi thiÓu cñaM , ta gäi nã lµ tËp c¸c i®ªan g¾n kÕt cñaM, vµ kÝ

hiÖu lµ AttM. Ph©n tÝch thø cÊp vµ tËp i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt ®ãng

vai trß quan trong trong viÖc nghiªn cøu m«®un Artin.
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§èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng ®­îc giíi thiÖu bëi A. Grothendieck vµo

nh÷ng n¨m 1960. Ngµy nay §èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng ®· trë thµnh

c«ng cô kh«ng thÓ thiÕu trong H×nh häc ®¹i sè, §¹i sè giao ho¸n. Theo

A. Grothendieck m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng víi gi¸ cùc ®¹i lµ

c¸c m«®un Artin. ChÝnh v× vËy viÖc nghiªn cøu tËp i®ªan nguyªn tè liªn

kÕt cña c¸c m«®un nµy lµ cÇn thiÕt. Néi dung chÝnh cña luËn v¨n tr×nh

bµy l¹i c¸c kÕt qu¶ cña I. G. Macdonald vµ R. Y. Sharp trong bµi b¸o

"An elementary proof of the non-vanishing of certain local cohomology

modules", Quart. J. Math. Oxford, (2) 23, pp. 197-204 (1972) vµ cña

R. Y. Sharp trong bµi b¸o "Some results on the vanishing of local co-

homology modules", Proc. London Math. Soc, 30, pp. 177-195 (1975).

Bªn c¹nh ®ã luËn v¨n tr×nh bµy mét c¸ch hÖ thèng c¸c kiÕn thøc vÒ

ph©n tÝch thø cÊp vµ tËp i®ªan nguyªn tè g¾n kÕt cña m«®un theo bµi

b¸o "Secondary representation of modules over a commutative ring",

Symposia Mathematica, 11, pp. 23-43 (1973) cña I. G. Macdonald

LuËn v¨n ®­îc hoµn thµnh víi sù chØ d¹y h­íng dÉn nhiÖt t×nh cña

thÇy gi¸o TrÇn Nguyªn An, nh©n dÞp nµy em xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u

s¾c ®Õn thÇy.

Em còng xin ®­îc göi lêi c¶m ¬n ch©n thµnh ®Õn Khoa To¸n, Khoa

sau §¹i häc Tr­êng §¹i häc S­ Ph¹m Th¸i Nguyªn ®· t¹o ®iÒu kiÖn

thuËn lîi cho em trong thêi gian häc tËp t¹i tr­êng. Xin ®­îc c¶m ¬n

gia ®×nh, ®ång nghiÖp, b¹n bÌ trong líp cao häc To¸n K18 ®· quan t©m,

®éng viªn, gióp ®ì em trong thêi gian häc tËp vµ lµm luËn v¨n.
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Ch­¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ

1.1 Vµnh vµ m«®un Artin

Ta lu«n gi¶ thiÕt c¸c vµnh lµ vµnh giao o¸n Noether

1.1.1 §Þnh nghÜa. Cho R lµ vµnh giao ho¸n vµ A lµ R-m«®un. Khi ®ã

A ®­îc gäi lµ m«®un Artin nÕu mçi d·y gi¶m c¸c m«®un con cña A ®Òu

dõng nghÜa lµ nÕu A0 ⊇ A1 ⊇ ... ⊇ An ⊇ ... lµ mét d·y gi¶m dÇn c¸c

m«®un con cña A th× tån t¹i k ∈ N sao cho Ak = An víi mäi n ≥ k.

Vµnh R ®­îc gäi lµ vµnh Artin nÕu nã lµ mét R-m«®un Artin, tøc lµ

mäi d·y gi¶m c¸c i®ªan cña R ®Òu dõng.

MÖnh ®Ò sau cho ta mét ®iÒu kiÖn t­¬ng ®­¬ng víi ®Þnh nghÜa m«®un

Artin.

1.1.2 MÖnh ®Ò. Cho R lµ vµnh giao ho¸n vµ A lµ mét R-m«®un. Khi

®ã c¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t­¬ng ®­¬ng:

(i) A lµ m«®un Artin;

(ii) Mçi tËp kh¸c rçng c¸c m«®un con cña A ®Òu cã phÇn tö cùc tiÓu.
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§Ó ®Ò cËp ®Õn mét vµi tÝnh chÊt cña m«®un Artin, sau ®©y ta sÏ nh¾c

l¹i kh¸i niÖm ®é dµi cña m«®un.

1.1.3 §Þnh nghÜa. Cho R lµ vµnh giao ho¸n kh¸c kh«ng vµ M lµ mét

R-m«®un.

(i) Mét d·y M0 ⊆ M1 ⊆ · · · ⊆ Mn = M c¸c m«®un con cña M

®­îc gäi lµ mét xÝch.

(ii) XÝch 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ . . . ⊂ Mn = M ®­îc gäi lµ mét

d·y hîp thµnh cña M nÕu Mi+1/Mi lµ c¸c m«®un ®¬n víi mäi i =

0, 1, . . . , n − 1, tøc lµ Mi+1/Mi cã ®óng hai m«®un con lµ 0 vµ chÝnh

nã.

(iii) §é dµi cña M , kÝ hiÖu lµ `R(M), lµ cËn trªn ®óng cña c¸c ®é

dµi cña c¸c xÝch cã d¹ng 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ . . . ⊂ Mn = M, trong ®ã

Mi 6= Mi+1 víi mäi i = 0, 1, . . . , n− 1.

Mét R-m«®un M ®­îc gäi lµ cã ®é dµi h÷u h¹n nÕu M cã Ýt nhÊt

mét d·y hîp thµnh. Trong tr­êng hîp nµy c¸c d·y hîp thµnh cñaM cã

cïng ®é dµi vµ khi ®ã ®é dµi cña M , kÝ hiÖu lµ `R(M), chÝnh lµ ®é dµi

cña mét d·y hîp thµnh nµo ®ã cña M . H¬n thÕ n÷a mçi d·y t¨ng hoÆc

gi¶m thùc sù c¸c m«®un con cña M ®Òu cã ®é dµi kh«ng v­ît qu¸ ®é

dµi cña d·y hîp thµnh.

1.1.4 §Þnh lý. Ta cã c¸c ph¸t biÓu sau lµ ®óng.

(i) NÕu R lµ vµnh Artin th× mäi i®ªan nguyªn tè cña R ®Òu tèi ®¹i.

(ii) NÕu R lµ vµnh Artin th× R cã h÷u h¹n i®ªan tèi ®¹i.

B©y giê ta sÏ nh¾c l¹i kh¸i niÖm chiÒu cña vµnh vµ chiÒu cña m«®un.
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1.1.5 §Þnh nghÜa. (i) Cho R lµ vµnh giao ho¸n kh¸c kh«ng. Mét d·y

p0 ( p1 ( . . . ( pn trong ®ã p0, p1, . . . , pn lµ c¸c i®ªan nguyªn tè cña

R, gäi lµ mét d·y c¸c i®ªan nguyªn tè cña R ®é dµi n.

CËn trªn cña c¸c ®é dµi cùc ®¹i cña d·y i®ªan nguyªn tè trong R cã

d¹ng

p = p0 ) p1 . . . ) pn

®­îc gäi lµ ®é cao cña p, ký hiÖu lµ ht p.

(ii) ChiÒu cña vµnh R, kÝ hiÖu lµ dimR, ®­îc ®Þnh nghÜa lµ cËn trªn

cña ®é cao c¸c i®ªan nguyªn tè trong R

dim(R) = Sup{ht p|p ∈ Spec(R)}.

ChiÒu nµy ®­îc gäi lµ chiÒu Krull cña R. NÕu dimR lµ h÷u h¹n th× nã

b»ng ®é dµi cña d·y i®ªan nguyªn tè dµi nhÊt trong R.

(iii) Cho M 6= 0 lµ mét R-m«®un. Khi ®ã chiÒu Krull cña m«®un

M , ký hiÖu lµ dimM , lµ dimR/AnnM . NÕu M lµ m«®un kh«ng th×

ta quy ­íc dimM = −1.

1.1.6 MÖnh ®Ò. R 6= 0 lµ vµnh Artin nÕu vµ chØ nÕu R lµ vµnh Noether

vµ dimR = 0.

1.1.7 Bæ ®Ò. Cho (R,m) lµ vµnh ®Þa ph­¬ng. Cho A lµ R-m«®un. C¸c

ph¸t biÓu sau lµ ®óng

(i) `(A) <∞ khi vµ chØ khi A võa lµ Noether võa lµ Artin.

(ii) Cho `(A) = n < ∞ lµ m«®un cã ®é dµi h÷u h¹n. Khi ®ã

mnA = 0.
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1.2 M«®un Ext vµ m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng

1.2.1 §Þnh nghÜa. Mét gi¶i x¹ ¶nh cña M lµ mét d·y khíp

. . . −→ P2 −→ P1 −→ P0 −→M −→ 0

trong ®ã mçi Pi lµ m«®un x¹ ¶nh.

1.2.2 §Þnh nghÜa. Cho M,N lµ c¸c R−m«®un vµ n ≥ 0 lµ mét sè

tù nhiªn. M«®un dÉn suÊt ph¶i thø n cña hµm tö Hom(−, N) øng víi

M ®­îc gäi lµ m«®un më réng thø n cña M vµ N vµ ®­îc kÝ hiÖu lµ

ExtnR(M,N). Cô thÓ, nÕu . . . −→ P2
u2−→ P1

u1−→ P0
ε−→ M −→ 0 lµ

mét gi¶i x¹ ¶nh cñaM, t¸c ®éng hµm tö Hom(−, N) vµo d·y khíp trªn

ta cã phøc

0 −→ Hom(P0, N)
u∗1−→ Hom(P1, N)

u∗2−→ Hom(P2, N) −→ . . .

Khi ®ã ExtnR(M,N) = Keru∗n+1/ Imu∗n lµ m«®un ®èi ®ång ®iÒu thø n

cña phøc trªn (m«®un nµy kh«ng phô thuéc vµo viÖc chän gi¶i x¹ ¶nh

cña M ).

1.2.3 MÖnh ®Ò. NÕuM,N lµ h÷u h¹n sinh th× ExtnR(M,N) lµ h÷u h¹n

sinh víi mäi n.

KÕt qu¶ d­íi ®©y cho ta tÝnh chÊt giao ho¸n gi÷a Ext vµ hµm tö ®Þa

ph­¬ng ho¸.

1.2.4 MÖnh ®Ò. NÕu S lµ tËp ®ãng nh©n cña R th×

S−1(ExtnR(M,N)) ∼= ExtnS−1R(S−1M,S−1N),

6



trong ®ã S−1 lµ hµm tö ®Þa ph­¬ng ho¸. §Æc biÖt,

(ExtnR(M,N))p ∼= ExtnRp
(Mp, Np)

víi mäi i®ªan nguyªn tè p cña R.

1.2.5 MÖnh ®Ò. Gi¶ sö f ′ : (R′,m′) −→ (R,m) lµ mét toµn cÊu vµnh.

Gi¶ sö p ∈ Spec(R), p′ = f−1(p) ∈ Spec(R′). Khi ®ã f c¶m sinh toµn

cÊu

f ′ : R′p′ −→ Rp,

tháa m·n f ′(r′/s′) = f(r′)/f(s′) víi mäi r′ ∈ R′ vµ s′ ∈ R′ \ p′.
Gi¶ sö M lµ R-m«®un h÷u h¹n sinh, j lµ sè nguyªn kh«ng ©m. Khi

®ã tån t¹i Rp-m«®un ExtjR′
p′

(Mp, R
′
p′) vµ

ExtjR′
p′

(Mp, R
′
p′)
∼= (ExtjR′(M,R′))p

nh­ c¸c Rp-m«®un.

§èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng ®­îc giíi thiÖu bëi A. Grothendieck vµo

nh÷ng n¨m 1960. Ngµy nay §èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng ®· trë thµnh

c«ng cô kh«ng thÓ thiÕu trong H×nh häc ®¹i sè, §¹i sè giao ho¸n. Tr­íc

tiªn ta giíi thiÖu kh¸i niÖm hµm tö I-xo¾n.

1.2.6 §Þnh nghÜa. Cho I lµ i®ªan cña R. Víi mçi R−m«®un N ta ®Þnh

nghÜa ΓI(N) =
⋃
n≥0

(0 :N In). NÕu f : N −→ N ′ lµ ®ång cÊu c¸c

R−m«dun th× ta cã ®ång cÊu f ∗ : ΓI(N) −→ ΓI(N
′) cho bëi f ∗(x) =

f(x). Khi ®ã ΓI(−) lµ hµm tö khíp tr¸i tõ ph¹m trï c¸c R−m«®un ®Õn

ph¹m trï c¸c R−m«®un. Hµm tö ΓI(−) ®­îc gäi lµ hµm tö I−xo¾n.
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Mét gi¶i néi x¹ cña N lµ mét d·y khíp

0 −→ N −→ E0 −→ E1 −→ E2 −→ . . .

trong ®ã mçi Ei lµ m«®un néi x¹. Chó ý mçi m«®un ®Òu cã gi¶i néi x¹.

1.2.7 §Þnh nghÜa. Cho N lµ R−m«®un vµ I lµ i®ªan cña R. M«®un

dÉn suÊt ph¶i thø n cña hµm tö I−xo¾n ΓI(−) øng víi N ®­îc gäi lµ

m«®un ®èi ®ång ®iÒu thø n cña N , kÝ hiÖu lµ Hn
I (N). Cô thÓ, nÕu

0 −→ N −→ E0
u0−→ E1

u1−→ E2 . . .

lµ gi¶i néi x¹ cña N, t¸c ®éng hµm tö ΓI(−) ta cã phøc

0 −→ Γ(E0)
u∗0−→ Γ(E1)

u∗1−→ Γ(E2) −→ . . .

Khi ®ã Hn
I (N) = Keru∗n/ Imu∗n−1 lµ m«®un ®èi ®ång ®iÒu thø n cña

phøc trªn (nã kh«ng phô thuéc vµo viÖc chän gi¶i néi x¹ cña N ).

Sau ®©y lµ tÝnh chÊt c¬ b¶n cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph­¬ng.

1.2.8 MÖnh ®Ò. Cho N lµ mét R−m«®un.

(i) H0
I (N) ∼= ΓI(N).

(ii) Víi N = N/ΓI(N) ta cã Hn
I (N) ∼= Hn

I (N) víi n ≥ 1.

(iii) NÕu 0 −→ N ′ −→ N −→ N ′′ −→ 0 lµ d·y khíp ng¾n th× víi

mçi n cã ®ång cÊu nèi Hn
I (N ′′) −→ Hn+1

I (N ′) sao cho ta cã d·y khíp

dµi

0 −→ ΓI(N
′) −→ ΓI(N) −→ ΓI(N

′′) −→ H1
I (N ′)

−→ H1
I (N) −→ H1

I (N ′′) −→ H2
I (N ′) −→ . . .

(iv) NÕu S lµ tËp ®ãng nh©n cñaR th× S−1(Hn
I (N)) ∼= Hn

S−1I(S
−1N).
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