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M
 ��U 

      Nhi�u bài toán th�c t� nh� các h� c� h�c, các h� th	ng 
i�n, h� sinh thái, h� 


�ng l�c,…, th��ng 
��c mô t� b�i các ph��ng trình vi phân. M�t l�p quan 

tr�ng c�a ph��ng trình vi phân là l�p các ph��ng trình vi phân v�i h� s	 tu�n 

hoàn. ��nh lý Floquet là m�t 
�nh lý c� b�n nh
t trong lý thuy�t ph��ng trình vi 

phân v�i h� s	 tu�n hoàn. 

Nghiên c�u các ph��ng trình vi phân v�i h� s	 tu�n hoàn nói chung và lý 

thuy�t Floquet nói riêng là m�t ch� 
� 
��c các nhà nghiên c�u quan tâm, vì 


ây là mô hình hay g�p trong th�c t�, thí d�, h� th	ng các hành tinh trong h� m�t 

tr�i, các dao 
�ng v�t lý,..., là các h� tu�n hoàn.  

Song hành v�i ph��ng trình vi phân, lý thuy�t ph��ng trình sai phân c�ng 


��c nghiên c�u và phát tri�n, 
�c bi�t trong nh�ng n�m g�n 
ây (xem [5]). 

Ph��ng trình sai phân không ch� là m�t mô hình r�i r c c�a ph��ng trình vi 

phân, mà còn là m�t mô hình toán h�c 
�c l�p, r
t nhi�u bài toán th�c t� (trong 

kinh t�, trong k� thu�t,...) c�ng có th� mô t� 
��c b�i h� ph��ng trình sai phân.  

N�m 1988, nh!m th	ng nh
t nghiên c�u các h� r�i r c và liên t�c, Hilger [8] 


ã 
�a ra khái ni�m thang th�i gian. Khái ni�m thang th�i gian c�a Hilger 

không nh�ng ch� có ý ngh�a toán h�c, mà còn có ý ngh�a tri�t h�c sâu s"c. Nó 

cho phép th	ng nh
t hai b�n ch
t c�a chuy�n 
�ng, 
ó là tính liên t�c và tính r�i 

r c. Sau khi Hilger 
�a ra khái ni�m thang th�i gian và nghiên c�u h� 
�ng l�c 

trên thang th�i gian, m�t s	 nhà toán h�c 
ã quan tâm nghiên c�u và xây d�ng 

lý thuy�t Floquet 
	i v�i h� 
�ng l�c tu�n hoàn trên thang th�i gian. 

Lu�n v�n Ph��ng trình vi phân v�i h� s� tu�n hoàn có m�c 
ích trình bày lý 

thuy�t Floquet cho h� ph��ng trình vi phân th��ng tuy�n tính v�i h� s	 tu�n 

hoàn và  h� 
�ng l�c tuy�n tính tu�n hoàn trên thang th�i gian tu�n hoàn. 

Ngoài ph�n m� 
�u, k�t lu�n, lu�n v�n g#m hai ch��ng. 
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Ch��ng 1: Lý thuy�t Floquet cho ph��ng trình vi phân th��ng. 

Ch��ng này trình bày các 
�nh ngh�a và tính ch
t c� b�n c�a h� ph��ng 

trình vi phân th��ng, phát bi�u và ch�ng minh 
�nh lý Floquet 
	i v�i ph��ng 

trình vi phân th��ng. Các ki�n th�c trình bày trong Ch��ng này ch� y�u d�a 

vào các tài li�u [2], [3], [4]. 

Ch��ng 2: Lý thuy�t Floquet trên thang th�i gian. 

Ch��ng 2 trình bày m�t s	 
�nh ngh�a và tính ch
t v� thang th�i gian, h� 


�ng l�c tuy�n tính trên thang th�i gian, lý thuy�t Floquet 
	i v�i h� 
�ng l�c 

tuy�n tính tu�n hoàn trên thang th�i gian tu�n hoàn và m�t s	 ví d� áp d�ng. N�i 

dung c�a Ch��ng 
��c trình bày theo các tài li�u [6], [7], có tham kh�o thêm tài 

li�u [1]. 

Do th�i gian và kh� n�ng còn nhi�u h n ch� nên lu�n v�n này không th� 

tránh kh$i nh�ng thi�u sót. R
t mong nh�n 
��c nh�ng ý ki�n 
óng góp quí báu 

c�a các th�y cô và các b n 
#ng nghi�p. 
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 CH��NG 1 

LÝ THUY�T FLOQUET  

CHO H� PH��NG TRÌNH VI PHÂN TH��NG 

1.1 Các khái ni�m c� b�n c�a ph	�ng trình vi phân th	�ng 

1.1.1 H� ph	�ng trình vi phân th	�ng  

H� ph��ng trình vi phân th��ng là h� ph��ng trình d ng 

  ( )1 2, , ,..., ,i
i n

dx
f t x x x

dt
=  1,2,..., ,i n=   ,t I +∈    (1.1.1) 

trong 
ó t là bi�n 
�c l�p (ch� th�i gian), { }:I t t t+ = < < ∞  v�i t ∈�  ho�c 

.t = −∞  Các hàm s	 :if G →� , 1,...,i n=  cho tr��c, xác 
�nh trong n�a hình tr� 

.nG I D+= × ⊂ ×� �  D  là t�p m� trong không gian véc t� n  chi�u th�c n�  

ho�c ph�c .n�   Các hàm kh� vi 1 2, ,..., nx x x  là các hàm s	 c�n tìm,  

Kí hi�u  

( )
1

2
1,..., ;n

n

x

x
x column x x

x

� �
� �
� �= =
� �
� �
� �

�
 

( )
( )

( )

( )

1

2
1

,

,
( , ) ( , ),..., ( , ) .

,

n

n

f t x

f t x
f t x column f t x f t x

f t x

� �
� �
� �= =� �
� �
� �� �

�
 

Khi 
ó (1.1.1) 
��c vi�t d��i d ng ph��ng trình vi phân vect�: 

( ), ,
dx

f t x
dt

=   ,t I +∈                                 (1.1.2) 

Thông th��ng, ta 
òi h$i nghi�m c�a ph��ng trình vi phân (1.1.2) ph�i th$a mãn 


i�u ki�n ban 
�u 

0 0( )x t x=                                                          (1.1.3) 

v�i ( )0 0,t x G∈  cho tr��c.  

��nh ngh�a 1.1.1 Hàm véc t� th�c ho�c ph�c ( )x x t=  thu�c l�p hàm kh� vi 1C  

xác 
�nh trong kho�ng ( ),a b I +⊂  và th$a mãn ph��ng trình (1.1.2)-(1.1.3) v�i  
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m�i ,a t b< <  trong 
ó ( ) ( )0 0, , ,t x a b D∈ ×  
��c g�i là nghi�m c�a ph��ng trình 

vi phân (1.1.2), th$a mãn �i	u ki�n ban ��u (1.1.3). 

D��i 
ây nh"c l i 
�nh lý c� b�n v� t#n t i và duy nh
t nghi�m, là c� s� 
� 

nghiên c�u tính ch
t &n 
�nh nghi�m c�a h� ph��ng trình vi phân th��ng. 

Hàm s� Lipschitz Cho t�p .nG ⊂ ×� �  Hàm s	 : nf G →�  
��c g�i là 

Lipschitz ��i v�i x  �	u theo t  n�u t#n t i s	 th�c d��ng L  sao cho 

1 2 1 2( , ) ( , )f t x f t x L x x− ≤ −   

v�i m�i 1 2( , ) , ( , )t x G t x G∈ ∈ . 

Hàm : nf G →� , ( ), nG a b D= × ⊂ ×� �  
��c g�i là hàm Lipschitz �
a ph��ng 

��i v�i x  �	u theo t  n�u v�i m�i 
i�m x D∈  t#n t i m�t lân c�n ( )V x D⊂  c�a 

x  sao cho f  là Lipschitz 
	i v�i x  
�u theo t  trong lân c�n 
y, t�c là 

1 2 1 2( , ) ( , )f t x f t x L x x− ≤ −   

v�i m�i 1 2, ( )x x V x∈  và ( ), .t a b∈  

��nh lý 1.1.1 (��nh lý Picard-Lindelöp v� s� t#n t i và duy nh
t nghi�m c�a 

ph��ng trình vi phân)  

Gi� s� hàm : nf G →�  xác �
nh và liên t
c trên t�p m�  ,nG ⊂ ×� �  th�a mãn 

�i	u ki�n Lipschitz  theo x  �	u theo t  trên :G  

1 2 1 2( , ) ( , )f t x f t x L x x− ≤ −   v�i m�i 1 2( , ) , ( , ) .t x G t x G∈ ∈  

Khi �y v�i m�i 0 0( , )t x G∈  tìm ���c m�t s� 0d >  sao cho trên kho�ng 

( )0 0, ,t d t d− +  nghi�m c�a ph��ng trình vi phân (1.1.2) tho� mãn �i	u ki�n ban 

��u (1.1.3) là t�n t�i và duy nh�t. 

Chúng ta có khái ni�m &n 
�nh nghi�m do Lyapunov 
�a ra n�m 1892 d��i 
ây. 



7 

��nh ngh�a 1.1.2 Nghi�m ( )0( ),t t tη < < +∞  c�a h� ph��ng trình (1.1.2)-(1.1.3) 


��c g�i là �n �
nh theo Lyapunov khi ,t → +∞  n�u v�i m�i s	 d��ng ε  cho 

tr��c và v�i m�i ( )0 ; ,t t∈ +∞  t#n t i s	 d��ng ( )0, 0tδ δ ε= >  sao cho 

1. M�i nghi�m ( )x t  c�a ph��ng trình (1.1.2)-(1.1.3), k� c� nghi�m ( ),tη  th$a 

mãn 
i�u ki�n               

( )0 0( ) ,x t tη δ− <      (1.1.4) 

ph�i kéo dài ���c t�i vô cùng, t�c là m�i nghi�m ( )x t  có 
i�u ki�n ban 
�u th$a 

mãn (1.1.4) 
�u xác 
�nh trong kho�ng 0 ,t t≤ < +∞  hay ( )x t D∈  v�i m�i 

[ )0; .t t∈ +∞   

2. Các nghi�m 
ó th$a mãn b
t 
*ng th�c: 

( ) ( )x t tη ε− <  v�i m�i  [ )0; .t t∈ +∞                   (1.1.5) 

�i�u ki�n (1.1.5) nói r!ng, các nghi�m có 
i�u ki�n ban 
�u ( )0x t  
� g�n ( )0tη  

t i 
i�m 0t  ph�i mãi mãi (v�i m�i 0t t≥ ) � trong ε −	ng có tr�c là ( ).tη    

��nh ngh�a 1.1.3 Nghi�m ( )0( ),t t tη < < +∞  c�a ph��ng trình (1.1.2) 
��c g�i 

là �n �
nh �	u theo 0t  khi t → +∞  n�u v�i m�i s	 d��ng ε  cho tr��c, t#n t i s	 

d��ng ( )δ δ ε=  không ph� thu�c vào 0 ,t  sao cho v�i m�i ( )0 ; ,t a∈ +∞  m�i 

nghi�m ( )x t  c�a ph��ng trình (1.1.2) th$a mãn 
i�u ki�n ban 
�u 

( )0 0( )x t tη δ− <  
�u kéo dài 
��c t�i vô cùng (xác 
�nh trong kho�ng 

0t t≤ < +∞ ) và th$a mãn 
i�u ki�n (1.1.5). 

��nh ngh�a 1.1.4 Nghi�m ( )0( ),t t tη < < +∞  c�a ph��ng trình (1.1.2) 
��c g�i 

là không �n �
nh theo Lyapunov khi t → +∞  n�u t#n t i m�t s	 0 0ε >  và m�t 

th�i 
i�m 0t I +∈  sao cho, v�i m�i s	 0,δ >  t#n t i ít nh
t m�t nghi�m ( )x t  c�a 
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ph��ng trình (1.1.2) và t#n t i m�t th�i 
i�m 1 0t t>  sao cho ( )0 0( )x t tη δ− <  

nh�ng ( )1 1 0( ) .x t tη ε− ≥  

�i�u này có ngh�a là, t#n t i m�t th�i 
i�m 1 0t t>  
� nghi�m ( )x t  v��t ra kh$i 

ε −	ng có tr�c là ( ).tη   

��nh ngh�a 1.1.5 Nghi�m ( )0( ),t t tη < < +∞  c�a ph��ng trình (1.1.2) 
��c g�i 

là �n �
nh ti�m c�n khi t → +∞  n�u: 

1. Nghi�m ( )0( ),t t tη < < +∞  là &n 
�nh theo Lyapunov khi t → +∞  và 

2. V�i m+i 0t I +∈  t#n t i 0( ) 0t∆ = ∆ >  sao cho t
t c� các nghi�m 

0( ), ( )x t t t≤ < +∞  th$a mãn 
i�u ki�n ( )0 0( )x t tη− < ∆  
�u có tính ch
t: 

  lim ( ) ( ) 0.
t

x t tη
→+∞

− =                         (1.1.6) 

B!ng phép 
&i bi�n ( ) ( ) ( ),y t x t tη= −  ta có th� 
�a h� ph��ng trình (1.1.2) v� 

ph��ng trình d ng ( )( ) , ,y t f t y= ��  v�i ( ,0) 0.f t ≡�  Do 
ó ta luôn có th� gi� thi�t 

( ,0) 0.f t ≡  Khi 
y (1.1.2) có nghi�m t�m th��ng (nghi�m cân b!ng) ( ) 0.tη ≡  

Các 
�nh ngh�a (1.1.2)-(1.1.5) có th� phát bi�u g�n gàng h�n cho nghi�m 

( ) 0.tη ≡  Thí d�, ta nói nghi�m t�m th��ng ( ) 0tη ≡  c�a ph��ng trình (1.1.2) v�i 

( ,0) 0f t ≡  là �n �
nh ti�m c�n n�u nó &n 
�nh theo Lyapunov và v�i m+i 0t I +∈  

t#n t i 0( ) 0t∆ = ∆ >  sao cho t
t c� các nghi�m 0( ),( )x t t t≤ < +∞  th$a mãn 
i�u 

ki�n 0( )x t < ∆  ta 
�u có  lim ( ) 0.
t

x t
→+∞

=  

V�i m+i 0t  cho tr��c, hình c�u 0( )x t < ∆  
��c g�i là mi	n hút v� v� trí cân 

b!ng ( ) 0tη ≡  c�a h� (1.1.2). 

��nh ngh�a 1.1.6 Gi� s� ph��ng trình (1.1.2) xác 
�nh trong n�a không gian 

.nG I += ×�  Khi 
ó n�u nghi�m ( )( ),t t tη < < +∞  c�a ph��ng trình (1.1.2) &n 
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�nh ti�m c�n khi t → +∞  và m�i nghi�m 0( ), ( )x t t t≤ < +∞  
�u th$a mãn 
i�u 

ki�n lim ( ) ( ) 0
t

x t tη
→+∞

− =  thì ( )tη 
��c g�i là �n �
nh ti�m c�n trong toàn th�. 

Nh� v�y nghi�m ( )tη  &n 
�nh ti�m c�n trong toàn th� n�u t i th�i 
i�m ban 
�u 

0t  tùy ý, mi�n hút c�a nghi�m 
ó là toàn th� không gian .n�  

Cùng v�i h� (1.1.2) ta xét h� có nhi%u tác 
�ng th��ng xuyên: 

    ( ), ( , ),
dx

f t x t x
dt

ϕ= +                        (1.1.7) 

trong 
ó ta luôn gi� thi�t ( ) ( )0,1 0,1( , ) , ( , )f t x C G t x C Gϕ∈ ∈  là các hàm liên t�c 

theo bi�n t  và kh� vi theo bi�n .x   

��nh ngh�a 1.1.7 Nghi�m ( )( ),t t tη < < +∞  c�a ph��ng trình (1.1.2) 
��c g�i 

là �n �
nh v�i nhi�u tác ��ng th��ng xuyên ( , ),t xϕ  n�u v�i m�i 0ε >  và v�i 

m�i 0 ,t I +∈  t#n t i s	 ( )0 , 0tδ δ ε= >  sao cho khi ( ), ,t xϕ δ<  m�i nghi�m 

( )x t  c�a h� (1.1.7) th$a mãn 
i�u ki�n ( )0 0( )x t tη δ− <  c�ng 
�u xác 
�nh trên 

kho�ng ( 0t t≤ < +∞ ) và th$a mãn 
i�u ki�n ( ) ( )x t tη ε− <  v�i m�i  [ )0; .t t∈ +∞  

1.1.2 H� ph	�ng trình vi phân th	�ng tuy
n tính 

Xét h� ph��ng trình vi phân th��ng tuy�n tính d ng   

 ( ) ( )
1

, 1, ,
n

i
ik k i

k

dx
a t x f t i n

dt =
= + =�                      (1.1.8) 

trong 
ó ( ) ( ). , . ( ),ik ia f C I +∈  t�c là các h� s	 ( ).ika  c�a kx  và các s	 h ng t� do 

( ).if  c�a h� (1.1.8) là các hàm s	 liên t�c trên kho�ng ( ); .I t+ = +∞  N�u không 

có chú thích gì khác, ta luôn gi� thi�t các hàm s	 ( ) ( ),ik ia t f t  nh�n giá tr� th�c 

và  ( ), 1,...,ix t i n=  là các ,n hàm c�n tìm c�ng nh�n các giá tr� th�c. 

N�u 
�a vào các kí hi�u: 


