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Mở đầu

Chuyên đề "Hệ phương trình và hệ bất phương trình chứa căn thức" là

một phần quan trọng của chương trình Toán ở bậc THPT. Các bài toán về

phương trình, bất phương trình, hệ phương trình và hệ bất phương trình

chứa căn thức có thể xem như những dạng toán cơ bản của chương trình đại

số bậc THPT. Mỗi bài toán có thể có nhiều cách giải. Tuy nhiên, trong luận

văn này chỉ tập trung đề cập đến các phương pháp giải hệ phương trình và

hệ bất phương trình chứa căn thức. Nhiều phương pháp chính thống khác

như phương pháp biểu diễn hàm số, phương pháp hệ tuyến tính,. . . , không

đề cập trong luận văn này. Các phương pháp giải toán ở đây chủ yếu có

tính định hướng chung cho những lớp bài toán cơ bản nhất thường xuất hiện

trong các kì thi Học sinh giỏi và Olympic toán bậc THPT. Luận văn gồm

phần mở đầu, ba chương, phần kết luận và danh mục tài liệu tham khảo.

Chương 1. Một số kiến thức chuẩn bị.

Trong chương này trình bày các khái niệm đa thức đối xứng và phản đối

xứng, tính chất của đa thức đối xứng, một số tính toán và ước lượng biểu

thức chứa căn thức.

Chương 2. Hệ phương trình chứa căn thức.

Dựa trên tính chất đa thức đối xứng, chương này trình bày khái niệm,

phương pháp giải phương trình chứa căn thức, hệ phương trình đối xứng loại

1, loại 2. Ngoài ra, trong chương này còn trình bày một số hệ phương trình

đặc biệt chứa căn thức.

Chương 3. Hệ bất phương trình chứa căn thức.

Chương này trình bày khái niệm, phương pháp giải bất phương trình chứa

căn thức, hệ bất phương trình đối xứng. Ngoài ra chương này còn trình bày

một số hệ bất phương trình đặc biệt chứa căn thức.

Trong thời gian thực hiện luận văn này, tôi đã nhận được sự chỉ dẫn tận

tình, chu đáo của Giáo sư - Tiến sĩ Khoa học Nguyễn Văn Mậu. Tôi xin bày
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tỏ lòng biết ơn sâu sắc của mình tới thầy đã giúp tôi hoàn thành luận văn.

Tôi chân thành cảm ơn Ban giám hiệu và các bạn đồng nghiệp Trường

THPT Thủy Sơn - Hải Phòng đã nhiệt tình giúp đỡ tôi trong quá trình học

tập và hoàn thành luận văn này.

Tác giả
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Chương 1

Một số kiến thức chuẩn bị

1.1. Các tính chất cơ bản của đa thức đối xứng và

phản đối xứng

1.1.1. Đa thức đối xứng

Định nghĩa 1.1. Giả sửA là một miền nguyên, một đa thức f(x1, x2, . . . , xn)

∈ A[x1, x2, . . . , xn], được gọi là một đa thức đối xứng nếu và chỉ nếu với mọi

phép thế

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
, ta có f(x1, x2, . . . , xn) = f(xi1, xi2, . . . , xin)

trong đó f(xi1, xi2, . . . , xin) suy ra từ f(x1, x2, . . . , xn) bằng cách thay xl bởi

xi1, xi2, . . . , xin.

1.1.2. Một số dạng đa thức đối xứng sơ cấp Viète

Định nghĩa 1.2. Cho a là bộ n số {a1, a2, . . . , an} (n ≥ 1, n ∈ N) . Khi đó

f(x) = (x+ a1)(x+ a2) . . . (x+ an)

= xn + E1(a)xn−1 + E2(a)xn−2 + · · ·+ En(a).

Trong đó E0(a) =
n∑
i=1

ai , E2(a) =
∑

1≤i<j≤n
aiaj , En(a) = a1a2 . . . an.

Đặt E0(a) = 1.

Ta gọi Er(a)(r ∈ (1, . . . , n)) là các hàm (đa thức) đối xứng sơ cấp thứ r

(Er(a) là tổng của tất cả các tích r số khác nhau của bộ số a.)

Kí hiệu

Pr(a) =
r!(n− r)!

n!
Er(a).
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Định nghĩa 1.3. Giả sử x1, x2, . . . , xn là bộ n các số thực không âm (kí

hiệu bởi (x) và y1, y2, . . . , yn là bộ các số thực không âm khác được kí hiệu

bởi (y)).

Hai dãy (x) và (y) được gọi là đồng dạng (và kí hiệu (x) ∼ (y) nếu tồn

tại λ ∈ R (λ 6= 0) sao cho ta có xj = λyj (j = 1, 2, . . . , n)).

1.1.3. Đa thức đối xứng ba biến

Đa thức F (x, y, z) với bộ 3 biến thực x, y, z được hiểu là hàm số có dạng

F (x, y, z) =
N∑
s=0

Ms(x, y, z), (1.1)

trong đó

Ms(x, y, z) =
∑

i+j+k=s

aijkx
iyjzk, i, j, k ∈ N. (1.2)

Định nghĩa 1.4. Nếu F (x′, y′, z′) = F (x, y, z), trong đó (x′, y′, z′) là một

hoán vị tùy ý của (x, y, z) thì ta gọi F (x, y, z) là một đa thức đối xứng.

1.2. Một số tính chất khác của đa thức đối xứng

Phép giải nhiều bài toán của đại số sơ cấp sẽ trở nên dễ dàng nếu ta biết

lợi dụng tính đối xứng trong các giả thiết của bài toán. Qua những thí dụ cụ

thể dưới đây ta sẽ thấy lí thuyết đối xứng được áp dụng như thế nào để giải

theo một phương pháp thống nhất nhiều loại bài toán của đại số sơ cấp.

1.2.1. Phân tích đa thức thành nhân tử

Ví dụ 1.1. Phân tích đa thức sau thành nhân tử (trên R)

f(x, y) = 6x4 − 11x3y − 18x2y2 − 11xy3 + 6y4.

Lời giải. Ta có

f(x, y) = 6(x4 + y4)− 11xy(x2 + y2)− 18x2y2

= 6(σ41 − 4σ21σ2 + 2σ22)− 11σ2(σ
2
1 − 2σ2)− 18σ22

= 6σ41 − 35σ21σ2 + 16σ22
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Vế phải là một tam thức bậc hai đối với σ2.

Nó có các nghiệm là σ2 = 2σ21 , σ2 =
3

16
σ21.

Vì vậy ta có f = 16(σ2 − 2σ21)

(
σ2 −

3

16
σ21

)
= (2σ21 − σ2)× (3σ21 − 16σ2).

Từ đó

f(x, y) =
[
2(x+ y)2 − xy

] [
3(x+ y)2 − 16xy

]
=
(
2x2 + 3xy + 2y2

) (
3x2 − 10xy + 3y2

)
.

Nhân tử thứ nhất có nghiệm phức, ta để nguyên. Nhân tử thứ hai phân tích

thành 3x2 − 10xy + 3y2 = (x− 3y)(3x− y).

Vậy ta có f(x, y) =
(
2x2 + 3xy + 2y2

)
(x− 3y) (3x− y) .

1.2.2. Chứng minh hằng đẳng thức

Ví dụ 1.2. Chứng minh hằng đẳng thức

(x+ y + z)(xy + xz + yz)− xyz = (x+ y)(x+ z)(y + z).

Lời giải. Ta có vế trái là σ1σ2 − σ3. Mở các dấu ngoặc trong vế phải ta

được:

(x+ y)(x+ z)(y + z) = x2y + x2z + y2z + xz2 + y2z + yz2 + 2xyz

= (σ1σ2 − 3σ3) + 2σ3 = σ1σ2 − σ3.

Ví dụ 1.3. Chứng minh rằng nếu x+ y + z = 0 thì

x4 + y4 + z4 = 2(xy + xz + yz)2.

Lời giải. Ta có x4 + y4 + z4 = σ41 − 4σ1σ2 + 2σ22 + 4σ1σ3.

Theo giả thiết x+ y + z = 0, vậy nên

x4 + y4 + z4 = 2σ22 = 2(xy + xz + yz)2.

1.2.3. Chứng minh bất đẳng thức

I. Trường hợp hai biến.

Ta có thể áp dụng có kết quả các đa thức đối xứng để chứng minh nhiều

bất đẳng thức. Cơ sở của phương pháp này là chú ý sau:
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Giả sử σ1, σ2 là những số thực. Muốn cho các số x, y xác định bởi các điều

kiện:

{
x+ y = σ1
xy = σ2

là các số thực, điều kiện cần và đủ là ∆ = σ21−4σ2 ≥ 0.

Muốn cho x, y là các số thực và không âm điều kiện cần và đủ là

∆ = σ21 − 4σ2 > 0 , σ1 ≥ 0 , σ2 ≥ 0.

Giả sử đã cho một đa thức đối xứng f(x, y) và cần phải chứng minh rằng

với những giá trị thực bất kì x, y (hoặc với những giá trị không âm bất kì,

hoặc với x + y ≥ a, tùy theo các điều kiện của bài toán, đa thức f(x, y)

lấy những giá trị không âm f(x, y) ≥ 0). Muốn vậy trước hết ta phải thay

f(x, y) bởi biểu thức của nó qua σ1 và σ2. Rồi trong đa thức tìm được ta

thay σ bởi biểu thức của nó qua σ1 và số không âm ∆ = σ21 − 4σ2, tức là ta

đặt σ2 =
1

4
(σ21 −∆). Kết quả là ta thu được một đa thức của σ1 và ∆, và ta

phải chứng minh rằng với những giá trị không âm của z và với những điều

kiện về σ1 đã cho, đa thức đó chỉ lấy những giá trị không âm. Thông thường

cách làm này dễ hơn chứng minh bất đẳng thức đã cho.

Ví dụ 1.4. Chứng minh rằng nếu a, b là những số thực thỏa mãn điều kiện

a+ b ≥ c và c ≥ 0 thì ta có bất đẳng thức:

a2 + b2 ≥ c2

2
; a4 + b4 ≥ c4

8
; a8 + b8 ≥ c8

128
.

Lời giải. Ta có

a2 + b2 = σ21 − 2σ2 = σ21 − 2.
1

4

(
σ21 −∆

)
=

1

2
σ21 +

1

2
∆.

Vì ∆ ≥ 0 và theo điều kiện đã cho σ1 ≥ c, nên

a2 + b2 ≥ 1

2
c2.

Áp dụng kết quả đó ta được

a4 + b4 ≥ 1

2

(
1

2
c2
)2

=
1

8
c4.

a8 + b8 ≥ 1

2

(
1

8
c4
)2

=
1

128
c8.
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