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MỞ ĐẦU

Bài toán Bất đẳng thức biến phân được giới thiệu lần đầu tiên vào năm

1966 bởi Hartman và Stampachia. Bài toán bất đẳng thức biến phân trong

không gian hữu hạn chiều và các ứng dụng thực tiễn của nó thì được giới

thiệu trong cuốn sách “An Introduction to Variational Inequalities and

Their Applications” của Kinderlehrer D. và Stampachia G., xuất bản năm

1980 và trong cuốn sách “Variational and Quasivariational Inequalities:

Applications to Free Boundary Problems” của Baiocci C. và Capelo A.,

xuất bản năm 1984.

Năm 1979 Michael J. Smith đưa ra bài toán cân bằng mạng giao thông

và đến năm 1980 Defermos đã chỉ ra rằng điểm cân bằng của bài toán này

là nghiệm của bài toán bất đẳng thức biến phân. Từ đó bài toán bất đẳng

thức biến phân được phát triển trở thành một công cụ hữu hiệu để nghiên

cứu và giải các bài toán cân bằng trong kinh tế tài chính, vận tải, lí thuyết

trò chơi và nhiều bài toán khác. Trong bài toán bất đẳng thức biến phân

thì lớp bài toán bất đẳng thức biến phân với toán tử giả đơn điệu mạnh

có một vị trí hết sức quan trọng.

Ngoài phần mở đầu, kết luận và các tài liệu tham khảo, các kết quả

nghiên cứu trong bản luận văn được trình bày thành hai chương với tiêu

đề:

Chương 1: Bài toán bất đẳng thức biến phân.

Chương 2: Một số phương pháp chiếu giải bài toán bất đẳng thức biến

phân với toán tử giả đơn điệu mạnh.

Nội dung chính của các chương là:

Chương 1: Một số kiến thức cơ sở về không gian Hilbert thực, giải tích



2

lồi, các khái niệm về toán tử đơn điệu. Sau đó, là phát biểu bài toán bất

đẳng thức biến phân, sự tồn tại nghiệm, trong đó đề cập đến các bài toán

liên quan, các mô hình thực tế.

Chương 2: Trình bày một số phương pháp chiếu để giải bài toán bất

đẳng thức biến phân với toán tử giả đơn điệu mạnh. Cụ thể là trình bày

ba thuật toán:

+ Thuật toán chiếu với độ dài bước có thể thay đổi trong trục số dương.

+ Thuật toán chiếu với độ dài bước thay đổi theo các hằng số cho trước

liên quan đến hệ số giả đơn điệu mạnh và hằng số Lipschitz của ánh xạ

giá.

+ Thuật toán chiếu với độ dài bước thay đổi nhưng không đòi hỏi biết

hệ số giả đơn điệu mạnh và hằng số Lipschitz của ánh xạ giá.
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Chương 1

Bài toán bất đẳng thức biến phân.

Nội dung chính của chương bao gồm: Một số kiến thức cơ sở về không gian

Hilbert thực, giải tích lồi, các khái niệm về toán tử đơn điệu. Tiếp theo là

phát biểu bài toán bất đẳng thức biến phân, sự tồn tại nghiệm và một số

bài toán ví dụ có liên quan. Các kiến thức trong chương này lấy từ tài liệu

[1], [2], [3], [4]

1.1 Toán tử đơn điệu trong không gian Hilbert.

1.1.1 Không gian Hilbert.

Định nghĩa 1.1. Cho H là một không gian tuyến tính thực. Tích vô hướng

xác định trên H là một ánh xạ được xác định như sau:

〈., .〉 : H ×H → R

(x, y)→ 〈x, y〉

thỏa mãn các điều kiện sau:

i). 〈x, y〉 = 〈y, x〉,∀x, y ∈ X.

ii). 〈x+ y, z〉 = 〈x, y〉+ 〈y, z〉,∀x, y, z ∈ X.
iii). 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉, ∀λ ∈ R;∀x, y ∈ X.

iv).〈x, x〉 ≥ 0,∀x ∈ X, 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0.

〈x, y〉 được gọi là tích vô hướng của hai vec tơ x và y.
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Nếu H là không gian tuyến tính định chuẩn với ‖ x ‖=
√
〈x, x〉 với mọi

x ∈ H, thì H được gọi là không gian tiền Hilbert (hay còn gọi là không

gian Unita).

Nếu không gian tiền Hilbert là đầy đủ thì nó được gọi là không gian Hilbert.

Trong luận văn này ta thống nhất kí hiệu H là một không gian Hilbert

thực và ta chủ yếu làm việc trên không gian Ơcơlit thực Rn.

Ví dụ 1.2.

1) Lấy H = Rn với x = (x1, x2, ....., xn), y = (y1, y2, ...., yn) ∈ H và biểu

thức 〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi xác định một tích vô hướng trên Rn.

2) Lấy H = C[0,1] là không gian các hàm liên tục trên [0,1] nhận giá trị

thực với x, y ∈ H biểu thức

〈x, y〉 =

1∫
0

x(t)y(t)dt

xác định một tích vô hướng trên C[0,1]. Khi đó không gian này là một không

gian tiền Hilbert và thường kí hiệu là CL
[0,1].

3) Cho (Ω, β, µ) là không gian độ đo kí hiệu:

L2(Ω) = f : Ω→ C :

∫
Ω

|f(x)2|dµ <∞

với tích vô hướng 〈f, g〉 =
∫
Ω

f(x)g(x)dµ, L2(Ω) là một không gian Hilbert

H.

Định lý 1.3. Cho H là một không gian tiền Hilbert, với mọi x, y ∈ H ta

luôn có bất đẳng thức sau :

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉.

Bất đẳng thức này gọi là bất đẳng thức Schwarz.

Định lý 1.4.

Cho H là một không gian Hilbert khi đó 〈, 〉 : H ×H → R là một hàm liên

tục.
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Định lý 1.5 (Đẳng thức hình bình hành).

Với mọi x,y trong không gian tiền Hilbert H ta có:

‖ x+ y ‖2 + ‖ x− y ‖2= 2(‖ x ‖2 + ‖ y ‖2).

1.1.2 Tập lồi, hàm lồi

Định nghĩa 1.6. Một tập C ⊆ H được gọi là một tập lồi nếu

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1]⇒ λx+ (1− λ)y ∈ C.

Định nghĩa 1.7. Một tập hợp C ⊆ H được gọi là nón nếu:

∀x ∈ C, ∀λ > 0⇒ λx ∈ C.

Một nón được gọi là nón lồi nếu nó đồng thời là tập lồi. Như vậy, một tập

lồi C là nón lồi khi và chỉ khi nó có tính chất sau:

i) λC ⊆ C, ∀λ > 0.

ii) C + C ⊆ C.

Tập C ⊆ H dưới đây ta luôn giả thiết C là tập lồi (nếu không giải thích

gì thêm).

Định nghĩa 1.8. Cho C là tập lồi khác rỗng trong H và điểm x ∈ C, nón

pháp tuyến của C tại x là một tập được kí hiệu và kí hiệu như sau

N(x/C) = {x∗ ∈ H∗ : 〈x∗, x− x∗〉 ≤ 0,∀x ∈ C}.

Định nghĩa 1.9. Cho hàm f : C → R ∪ {+∞}. Khi đó hàm f được gọi

là

i) lồi trên C nếu:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y),∀x, y ∈ C, λ ∈ [0, 1].

ii) lồi chặt trên C nếu:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y),∀x, y ∈ C, x 6= y, λ ∈ (0, 1).

iii) lồi mạnh với hệ số β > 0 trên C nếu với mọi x, y ∈ C, λ ∈ (0, 1) ta có

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)− λ(1− λ)β ‖ x− y ‖2 .


