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MO DAU

Trong chuong trinh Toan hoc pho thong, chuyén dé phuong trinh ham
déng mot vai tro dac biet. D6 1a dang chuyén dé can thiét trong viéc boi
dudng hoc sinh giéi Toan, nhung lai chuwa duge day va hoc mot cach co
ban va hé thong 6 bac dai hoc. Vi vay viéc tiép can t6i 1y thuyét cling nhu
thiic hanh phuong phap gidi phuong trinh va bat phuong trinh ham con

c6 nhitng bat cap, can dugce cha trong nhiéu hon.

Phuong trinh vA bat phuong trinh ham luon 1a sy hap dan déi véi gido
vién va hoc sinh vi n6 thuong xuat hién trong cac ky thi hoc sinh gidi quoc

gia, olympic Toan khu viyc va quoc té.

Muc tiéu ctia luan van “Phuong trinh va bat phuong trinh ham chuyén
doi cac dai luong trung binh” nhim trinh bay mot s6 van dé co ban cla
phuong trinh va bat phuong trinh ham véi ciap bién tu do lién quan dén
cac dai luong trung binh co ban clia ciap s6 duong 1a dai luong trung binh
cong, trung binh nhan, trung binh diéu hoa va trung binh binh phuong.
Tt d6, tao ra mot dé tai phit hop cho viée gidng day va boi dudng hoc sinh
gidi cap trung hoc phd thong.

Luan van gom phan md dau, két luan, tai lieu tham khdo va 3 chuong.
Chuong 1 trinh bay vé khai niém phuong trinh ham, mdi lien hé co ban
gitta mot s6 dai luong trung binh va cac dic trung ham véi cap bién tu do
tuong ting, phuong trinh ham Cauchy va phuong trinh ham Jensen.
Chuong 2 trinh bay mot sé6 dang phuong trinh ham chuyén ddi cac dai
lugng trung binh co ban mot an ham va song an ham.

Chuong 3 trinh bay mot s6 mot dang bat phuong trinh ham chuyén déi



cac dai lugng trung binh co ban trong 16p cidc ham sb lién tuc.

Trong sudét qué trinh lam luan vin, to6i luon nhan dugce sy huéng dan va
gitp do tan tinh cia PGS.TS Dam Van Nhi. Toi xin duge bay t6 long biét
on sau sac nhat dén thay.

T6i xin chan thanh cdm on GS.TSKH Nguyén Van Mau da giap toi
hoan thanh tiéu luan vé Phuong trinh ham chuyén doi cic dai luong trung
binh dé tit d6 toi c6 ¥ tudng phat trién né thanh luan van nay.

Toi xin cAm on quy thay, co giang day 16p cao hoc khoa 6 (2012 — 2014)
da mang dén cho t6i nhiéu kién thiic bo ich trong khoa hoc va cudc song.
Cudi cling toi xin tran trong cdm on trudng Dai hoc Thai Nguyén - Dai hoc

Khoa Hoc da tao diéu kién cho toi dude hoc tap trong moi truong tot nhat.
Maic du da c6 nhiéu ¢d gang nhung luan van kho tranh khoi nhitng thiéu
sot. Tac gia mong nhan dude nhitng v kién déng goép clia quy thay, co va

ban doc dé luan van duge hoan thién hon.

Xin chan thanh cdm on !



5
CHUGONG 1

Mot sb kién thitc chuan bi

1.1. Dinh nghia va phan loai phuong trinh ham

Trong muc nay trinh bay lai mot vai khai niém co ban da duge gidi
thiéu trong bai bao ctia Kuczma [12] (xem [1]-[2]) vé phuong trinh ham.
Trude khi dinh nghia phuong trinh ham ching ta nhac lai khai niem ¢

Dinh nghia 1.1. Khai niém tw duge dinh nghia nhu sau day:
(1) Cac bién doc lap duge goi 1a céc ti.

2) Néu t1, - ,t, la cac tuva f(x1, -+ ,x,) 1a mot ham p bién thi
P P

f(t1,---,t,) cing la mot tu.
(3) Khong ton tai cac loai tu khéc.
Sau khi c6 khai niém tw, Phuong trinh ham duge dinh nghia nhu sau:

Dinh nghia 1.2. Phuong trinh ham la moét phuong trinh dang t; = %
gitta hai t t1, to, va hai to d6 phai chita t6i thieu mot ham chua biét va
mot s6 hitu han cac bién s6 doc lap. Phuong trinh ¢; = ¢o sé phai thoa
man dbi véi tat ca cac gia tri nhan dude ciia cac bién thuoc mot tap xac
dinh nao day. Nghiém ctia phuong trinh ham c6 thé phu thudc hoan toan
vao tap nao do.

Nhu vay, mot phuong trinh ham duge hiéu ném na nhu nhitng bai toan
xac dinh nhitng ham s6 f(z) théa man mot s6 tinh chat 71, ..., T, nao do.
Gidi phuong trinh ham tic 1a tim tat cd nhimg ham f(z) thda man tat ca
nhitng tinh chat 77, ..., T),. Khi gidi phuong trinh ham, v6i méi tinh chat
T} ta tim cach tién dan dén ham sb can tim. V6i ham s6 tim dudc ta kiém
tra lai xem né c6 thoa man tat ca nhitng tinh chat T hay khong? Thuong
gidi phuong trinh ham dugc dua vé gidi mot hé phuong trinh hay mot day



truy hoi. T nhitng két qua da dat duge ve da thic hodc ham lien tuc ta
c6 thé dé dang giai duge bai toan. Chung toi chi gidi thieu mot vai dang
co ban vé phuong trinh ham.
Mot s6 ham sau thuong dude sit dung trong mot vai bai toan vé phuong
trinh ham:

et —e” e’ + e

(i) sinhx = —5 va coshx =

e’ —e* sinhx
(i) tanhz = =

et + e  coshz

Dinh nghia 1.3. Phuong trinh ham trong d6 moi ham chua biét déu 1a
nhitng ham mot bién duge goi 1a phuong trinh ham thong thuong. Phuong
trinh ham trong d6 it nhat mot trong cdc ham chua biét 14 ham nhiéu bién
dugce goi la phuong trinh ham riéng.

W. Maier con dua ra khai niém hang ciia phuong trinh trong bai bao cua

minh:

Dinh nghia 1.4. S6 bién doc lap xuat hién trong phuong trinh ham dugc
goi 13 hang clia phuong trinh ay.

Phan loai phuong trinh ham

Van dé phan loai phuong trinh ham I& rat khé va hién nay van chua
duoc giai quyét théa dang. J. Aczel trong cong trinh ctia minh 6ng da tuan
theo cac bude sau: mot hoiic nhiéu ham an mot hodc nhiéu bién - tait ca

bon loai. Tat nhién, viéc phan loai 1a rat kho; cho du 1a c6 ich.

Dinh nghia 1.5. Phuong trinh ham trong dé moi ham an 1a ham mot
bién duge goi 1a phuong trinh ham don (mot) bién (thong thuong). Phuong
trinh ham trong dé it nhat mot trong cac ham an 1a ham mot bién duge
goi 1a phuong trinh ham riéng. Luu ¥ rang ham riéng c6 thé hoan toan

duge xac dinh bang phuong trinh ham don bién, nguge v6i phuong phap



trong phuong trinh vi phan. Ménh dé vé phan loai phuong trinh ham thong

thuong duge néu trong tai lieu cia Kuczma.

Dinh nghia 1.6. S6 bién doc lap xuat hién trong phuong trinh ham duge
goi la bac cua phuong trinh nay.

Mot vai ham dac biét

J. Aczel da dua ra cac phuong phap tong quét vé giai phuong trinh ham

cac cap, vi du:

p(r+y) = Fle(z), o(y)], (1.1)
o(5Y) = Flota). oly) (12)

plax + by +¢) = Flo(z), o(y)], (1.3)
Gleo(z +y) vlr —y), o(z), e(y), 2,y = 0 (1.4)

Ong ciing dua ra cac tieu chi vé su ton tai va tinh duy nhat ctia nghiem.
Ké tit d6, cac phuong phap tong quat da duce J. Aczel va céc hoc tro cia
ong tim ra.

Trong luan van nay, ta xét béon dai luong trung binh co ban ciia cac doéi
0 (xem [2]):

T+

1. Trung binh cong cac doéi s6 y; x,y € R.

2. Trung binh nhan cic déi s6 /zy; =,y € RT.

~ * X N 7z P A 2xy
3. Trung binh dieu hoa cac doi so
r+y

. x,y € RT.

4. Trung binh binh phuong cac d6i sb 4/ $2J2ry2, Vo € RT.

va cac dai luong trung binh ciia cac ham s6



T IO, o). p) e

2. Trung binh nhan cac ham s6 / f(z)f(y); f(x), f(y) € RT.

25 .
Fa)+ 7 1SR

4. Trung binh binh phuong cac ham s6 w, f(x), f(y) € R.

1. Trung binh cong cac ham sb

3. Trung binh diéu hoa cac ham sb

va xét cac bai toan xac dinh ham s6 chuyén déi cac dai luong tit trung
binh clia cac ddi s6 sang cac dai luong trung binh clia cdc ham sb.
1.2. Dic trung ham ctia mot sé6 ham sb s cap

Dé mé ta bitc tranh mang tinh dinh huéng, goi ¥ va du doan cong thic
nghiém clia cac bai toan lien quan, ching ta xét mot vai tinh chat tieu

bieu ctia mot s6 dang ham s6 quen biét.

e Ham tuyén tinh f(z) = az (a # 0) c6 tinh chat
flx+y)=f(z)+ f(y), Vz,y eR.

e Ham bac nhat f(z) =ax+b (a #0, b+#0) c6 tinh chat

f<m_+y) _f@)+ fy)

v R
2 2 Y x?:yE

Ham lity thita f(x) = |z|*, c6 tinh chét

fley) = f(a)-f(y), Va,y € R\{0}.
e Ham mit f(z) =a” (a > 0,a # 1) c¢6 tinh chat

flx+y) = f(z).f(y), Vo,y €R.



