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Lo1 no1 dau

Phuong trinh ham 14 mét linh vyc khé trong chuong trinh nang cao clia toan so
cap. Cac phuong phap gidi phuong trinh ham rat da dang va thuong mang tinh dic
thil, nghia la chiing phu thudc nhidu vao gia thiét ctia titg bai toan cu thé va rat kho
phan 16p cac phuong trinh ham theo cac phuong phéap giai. Loi giai cia mot bai toan
vé phuong trinh ham thuong doi hoéi nhiéu ki nang va kién thice khac nhau clia hoc
sinh: k¥ nang bién ddi, cac kién thic vé ham s6, nghiém tong quat ctia mot sd céc
phuong trinh ham co ban,... Hién ¢6 nhiéu tai lieu chuyén khao vé cac phuong phap
giai phuong trinh ham, nhung trong hau hét cac tai lieu dé c6 thé thay ring s6 luong
cac vi du minh hoa cho méi mot phuong phap giai 1a rat it. Diéu nay co thé giai thich
bdi hai Iy do: thit nhat, ¢6 qua nhiéu vi du cho viéc ting dung mot phuong phap nao do6
c6 thé lam cho ngusi doc nham chan(chang han, phuong phép giai cac phuong trinh
ham dang f(¢(z)) = a(x) f(z) 4+ b(x), trong d6 ¢(z) la mot ham da cho c¢6 chu ky lip,
a(z),b(x) 1a cac ham cho trude va f 1a ham can tim); thi hai, néu ¢6 mot vi du ndo do6
thuc sy khong gay ra nham chan thi thuong 16i giai ctia né 1a mot t6 hop cac phuong
phap va xép 1oi giai vi du nay vao mot phuong phap cu thé nao d6 thiéu sitc thuyét
phuc.

Trong cac phuong trinh ham ¢6 mot 16p cac phuong trinh ( kha hep, cin ca trén
cac vi du minh hoa ciia cac tai ligu vé phuong trinh ham ) ma 1oi gidi ctia n6 dya vao
sit ton tai cac diém bat dong ctia mot anh xa ndo d6. Ching toi goi phuong phéap gidi
cac phuong trinh ham loai nay 14 phuong phap diém bat dong.

Cho X,Y la céc tap c6 tinh chdt X NY # 0 va f: X — Y 13 mot anh xa. Diém
z* € X goi la mot diém bat dong ctia f néu f(z*) = z*. Ban luan van “Diém bat
dong va cac phuong trinh ham” tap hgp cac vi du vé phuong trinh ham ma 1oi

gidi clia n6 c6 diing dén cac tinh chat khac nhau cia tap cac diem bat dong cia mot



anh xa f ndo d6. Noi dung clia luan van gom Loi néi dau, hai chuong, phan két luan
va tai liéu tham khéo.

CHUONG I. CAC DINH LY SO CAP VE DIEM BAT DONG VA CAC BAI TOAN
VE PHUONG TRINH HAM

Chuong nay trinh bay dinh nghia diém bat dong, mot sb cac dinh 1§ so cap vé diém
bat dong, nguyén 1y d4nh xa co Banach trong khong gian metric va mot két qua trong
bai bao [1]. Trong muc 1.2, cic tinh chat ctia tap diém bat dong duge van dung dé
tim cac ham c6 thé 1a nghiém cia cac phuong trinh ham duge xét, nghiém thuyc sy
ctia phuong trinh ham dudge tim bang cach thit truce tiép cac ham kha di 1a nghiém vao
phuong trinh ham da cho. Mot s6 trong cdc vi du nay 1a cic bai toan trong céc ky thi
Olympic Toan quéc té IMO, da trd thanh céc vi du kinh dién cho viéc ing dung diém
bat dong vho phuong trinh ham va duge trinh bay trong nhidu tai lieu ( ching han
[2]). Mot s6 cac vi du khac do tac gid tu sang tdc dudi sy huéng dan ctia T.S Hoang
Véan Hung.

Muc 1.3 trinh bay nguyén ly anh xa co Banach trong khong gian metric va ing dung
nguyén Iy nay vao viéc gidi mot s6 dang phuong trinh ham. Cac phuong trinh ham
trong muc nady thuong duge xét trong cdc 16p ham c6 tinh chat dic biet ( vi du 16p cdc
ham bi chén, 16p cac ham lien tuc, ...). Cac 16p ham nay la cac khong gian metric day
d1, con cac phuong trinh ham duge xét duge viét lai duéi dang (T'f)(x) = f(z), trong
d6 f 1a ham can tim va T 1a 4nh xa co chit trén khong gian metric day da tuong tng.
Céac phuong trinh ham trong muc nay déu duy nhat nghieém.

Muc 1.4 trinh bay mot két qua clia tac gid Hoang Van Hung trong [1], két qua nay
cho phép khang dinh sy vo nghiém ctia mot sb céc phuong trinh ham dira trén ciu tric
tap diém bat dong clia cac anh xa lip clia mot anh xa g nao d6. Cac vi du clia muc
nay la cdc phuong trinh ham xuét hién ca & trong dai s6 tuyén tinh 1an giai tich.

CHUONG II. NGUYEN LY ANH XA CO BANACH TRONG KHONG GIAN
METRIC SUY RONG VA SU ON DINH NGHIEM CUA CAC PHUONG TRINH
HAM DANG CAUCHY

Chuong nay trinh bay nguyén ly anh xa co Banach trong khong gian metric suy
rong. Nguyén 1y nay 1a co s6 dé ap dung phuong phap diém bat dong vio viec xét su

on dinh nghiém ctia caAc phuong trinh ham dang Cauchy. Muc 2.2 trinh bay céc két qua



ctia C.Park va Th.M Rassias vé sit on dinh nghiém ctia phuong trinh ham Cauchy. Céc
két qua nay tong quat két qua ctia Hyers [4] va duge chiing minh bing cach ap dung
nguyén ly anh xa co Banach trong khong gian metric suy rong. Dé chi ra 4p dung cta
két qua vao linh vitc phuong trinh ham so cap, tac gid dan ra hai vi du, mot vi du lay
trong tai lieu tham khao, vi du khéac tac gia tu sang tac.

Muc 2.3 trinh bay mot két qua ctia Soon-Mo Jung va Seungwook Min [7] vé sy 6n
dinh nghiém ctia mot 16p cac phuong trinh ham dang Cauchy. Chitng minh két qua
nay ciing dya trén nguyén 1y &nh xa co Banach trong khong gian metric suy rong, titc
1a 4p dung phuong phap diém bat dong. Ap dung ciia cac két qud nay vao linh vuc
phuong trinh ham so cap 1a cac két luan vé nghiém clia cAc phuong trinh ham dang
flx+vy)=Af(x)+ Bf(y), trong d6 A, B la cac hing sb.

Tai lieu tham khao gom 10 danh muc.

Ban luan vin nay duge hoan thanh dudi sy huéng dan ctia T.S Hoang Vin Hung,
Vien Khoa hoc Co ban — Dai hoc Hang Hai Viet Nam. Tac gia xin bay t6 long biét on
chan thanh t6i thay huéng dan va tap thé cac thay co thuodc khoa Toan — Tin, Dai hoc
Khoa hoc — Dai hoc Thai Nguyén, nhitng ngudsi da tan tinh giip dd ciing nhu tao cac
diéu kien thuan lgi dé tac gia hoan thanh chuong trinh cao hoc va ban luan van nay.

Thai Nguyén, ngay 10 thang 5 nam 2013
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Chuong 1

Cac dinh 1§ so cap vé diém bat
dong va cac bai toan ve phuong
trinh ham

1.1 DIEM BAT DONG

1.1.1 Dinh nghia

Cho X,Y la cdc tap cé tinh chat XNY # Qwva f : X — Y la mot dnh za. Diém
r* € X goi la mot diém bat dong ciia f néu f(z*) = 2*.

Tap cac diém bat dong ciia dnh za f ki hiéu la Fix(f).

1.1.2 Vidu
1) Anh xa f: R — R cho béi f (z) = 23 ¢6 3 diém bat dong, Fix(f) = {—1,0,1}.
2) Anh xa g : R — [—1;1] cho bdi g(z) = sinz ¢6 duy nhat diém bat dong

z* =0, Fix (¢) = {0}.
3) Anh xa h: R — R cho béi h(z) = z + 1 khong c6 diém bat dong, Fix(h) = 0.

1.2 MOT SO DINH LY SO CAP VE DIEM BAT PONG VA
PHUONG TRINH HAM.

1.2.1 Dinh Iy
Moi dnh za lién tuc to khodng déng [a;b] vao chinh né cé it nhat mot diém bat dong.
Ching minh.

Gia sit f la anh xa lién tuc ti [a; b] vao chinh né. Dat g(z) = f(x) — z. Khi d6 g(z)
1a ham lién tuc. Vi f (a), f (b) € [a;b] nén g (a).g (b) = (f (a) —a) (f (b) — b) <O.



Vay phuong trinh g(x) = 0 ¢6 it nhat mot nghiem z* € [a;b], tic g(z*) = 0 hay
f (z*) = z*. Do d6 f c6 it nhat mot diem bat dong.

1.2.2 Dinh ly

i) Néu f la ham thuc sy gidm trén tap so thuc X thi f khong c6 qud mot diém bat
dong trén X.

i) Néu ham %x) thue su don diéu trén tap so thue X thi f ¢é khong qud mot diém
bat dong tréen X.

Ching minh

i) Ham g(z) = f(z) — = thuc su gidm trén X nén g sé nhan mai gia tri cta tap g(X)
khong qua mot lan khi z € X.Do d6 néu g(X) khong chia gia tri 0 thi f khong c6
diém bat dong. Néu g(X) chita gia tri 0 thi f c6 ding mot diém bat dong.

ii) Do tinh don diéu thyc sy, ham g(z) = @, r € X nhan mdi gia tri thuoc mién
gia tri g(X) ctia n6 khong qua mot lan tren X. Néu g(X) chia 1 thi f ¢6 ding mot
diém bat dong trén X, néu ¢g(X) khong chita 1 thi f khong c6 diém bat dong tren X.

1.2.3 Dinh ly

Gid st F(u) la ham mot bién thuc, ¢ (z,y,s,t) la ham cho trudc cia 4 bién z,y,s,t
zdc dinh trén tap dang X x X x R x R ( X la tap con cia tap so thuc R). Néu ham

F(u) ¢6 diém bat dong duy nhat u* thi moi nghiém cia phuong trinh ham:

F (o (zy, f(2), f() =0z [(y),[(2)(x,yeX) (1.1)
(trong dé f la ham mot bién can tim cé tap xzdc dinh la X ) phdi théa man phuong
trinh:
¢(x,z, f(2), f(2)) =u"
Chitng minh. Néu f(z) 1a ham théa méan (1.1) thi dit y = 2z € X ta nhan dugc:

F(¢(z,z, f(x), f(2) = ¢ (x, 2, f(2), f(2)) (Vo € X). (1.2)

Déng thitc (1.2) ching t6 ¢ (z, x, f (), f (x)) 1a diém bat dong ctia F véi moi v € X.

Do F chi ¢6 duy nhat diém bat dong u* nén ta phai co:

¢ (z,, f (), [ (2)) =u" (Vo€ X).



Dinh 1y 1.2.3 cho mot diéu kien can doi véi nghiem ctia phuong trinh (1.1). Khi ap
dung dinh 1y 1.2.3 dé giai cac phuong trinh ham dang (1.1) thudng ta sé chiing minh
rang phuong trinh F(u) = u ¢6 duy nhat nghiém «* trong mot mién nao d6 chita mién
gia tri cia ¢, sau d6 giai phuong trinh (1.2) va thit cdc nghiém tim dugce tit (1.2) vao
(1.1). Cac nghiém ctia (1.2) théa méan (1.1) sé& 1a tat ca cac nghiem cta (1.1).

Vi du 1. Tim tat cd cac ham f xac dinh trén tap s6 thyc R, thuyc su gidm va thoa
man phuong trinh f(xz + f(y)) = f(z) +vy (Vz,y € R).

Giai. Dit trong phuong trinh cta bai toan y = z = 0 ta c6 f(f(0)) = f(0). Vay f(0)
13 mot diém bat dong ctia f. Tit dinh 1y 1.2.2 suy ra ring f(0) la diém bat dong duy
nhét ctia f tren R. Ap dung dinh 1y 1.2.3 cho ham ¢ (z,y, f (z), f (y)) =z + f (y) ta
suy ra moi nghiém f ctia bai todn da cho phai théa méan phuong trinh z+ f (z) = f (0)
hay f (z) = f(0) — 2. Dat f(0) = ¢, ta suy ra moi nghiém ctia bai toan da cho phai c6
dang f () = ¢ — z ( ¢ 1a hdng s6 thyc). Thay f () = ¢ — x vao phuong trinh clia bai
toan ta duoc:

c—(r+c—y)=c—z+y—c=0.

Vay f(x) = —xz. RO rang ham f(x) = —z 1a thyc sy gidm trén R va thoa méan
phuong trinh f(x + f(y)) = f(z) + y. Do d6 ham f(z) = —z 1a nghiem duy nhét cia
bai toan da cho.

Vi du 2 (1983,IMO): Tim tat cd cac ham f : (0, +00) — (0; +00) thoa mén :

i) f(zf(y)) = yf(x) voi moi z,y duong.

ii) mgxfoof(a:) = 0.

Giai. Dit y = z = 1 trong diéu kien i) ta duge f(f(1)) = f(1). Vay f(1) 1a mot
diém bat dong cla f. Ly z = 1 vd y = f(1), tir i) ta nhan dugc f (f (f (1)) = f(1).
Do f(1) 1a diém bat dong ctia f thi déng thitc trén cho ta f (1) = f(1)%. Vi f chi nhan
cac gia tri duong nén ding thitc nay cho f(1) = 1. Vay u* la diém bat dong ctia f.

Néu z* > 0 1a mot diém bat dong clia f thi dit trong diéu kien i) y = » = z* ta
nhan duge f ((:c*)Q) = (z*)?. Vay (2*)? ciing 1a mot didm bat dong cia f.

Néu (2*)" 1a mot diém bat dong ctia f thi dit trong i) o = 2%, y = (2*)" ta c6
f ((a:*)nﬂ) = (:v*)nH. Theo nguyeén Iy quy nap ta suy ra (z*)" Ia diém bat dong cta f

v6i moi n nguyen duong. Do d6 néu x* > 1 tasuy ra lim (z*)" = 400, lim f((z*)") =
n—oo n—oo



