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Líi nâi �¦u

Ph÷ìng tr¼nh h m l  mët l¾nh vüc khâ trong ch÷ìng tr¼nh n¥ng cao cõa to¡n sì

c§p. C¡c ph÷ìng ph¡p gi£i ph÷ìng tr¼nh h m r§t �a d¤ng v  th÷íng mang t½nh �°c

thò, ngh¾a l  chóng phö thuëc nhi·u v o gi£ thi¸t cõa tøng b i to¡n cö thº v  r§t khâ

ph¥n lîp c¡c ph÷ìng tr¼nh h m theo c¡c ph÷ìng ph¡p gi£i. Líi gi£i cõa mët b i to¡n

v· ph÷ìng tr¼nh h m th÷íng �ái häi nhi·u kÿ n«ng v  ki¸n thùc kh¡c nhau cõa håc

sinh: kÿ n«ng bi¸n �êi, c¡c ki¸n thùc v· h m sè, nghi»m têng qu¡t cõa mët sè c¡c

ph÷ìng tr¼nh h m cì b£n,... Hi»n câ nhi·u t i li»u chuy¶n kh£o v· c¡c ph÷ìng ph¡p

gi£i ph÷ìng tr¼nh h m, nh÷ng trong h¦u h¸t c¡c t i li»u �â câ thº th§y r¬ng sè l÷ñng

c¡c v½ dö minh håa cho méi mët ph÷ìng ph¡p gi£i l  r§t ½t. �i·u n y câ thº gi£i th½ch

bði hai lþ do: thù nh§t, câ qu¡ nhi·u v½ dö cho vi»c ùng döng mët ph÷ìng ph¡p n o �â

câ thº l m cho ng÷íi �åc nh m ch¡n(ch¯ng h¤n, ph÷ìng ph¡p gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh

h m d¤ng f(φ(x)) = a(x)f(x) + b(x), trong �â φ(x) l  mët h m �¢ cho câ chu ký l°p,

a(x), b(x) l  c¡c h m cho tr÷îc v  f l  h m c¦n t¼m); thù hai, n¸u câ mët v½ dö n o �â

thüc sü khæng g¥y ra nh m ch¡n th¼ th÷íng líi gi£i cõa nâ l  mët tê hñp c¡c ph÷ìng

ph¡p v  x¸p líi gi£i v½ dö n y v o mët ph÷ìng ph¡p cö thº n o �â thi¸u sùc thuy¸t

phöc.

Trong c¡c ph÷ìng tr¼nh h m câ mët lîp c¡c ph÷ìng tr¼nh ( kh¡ hµp, c«n cù tr¶n

c¡c v½ dö minh håa cõa c¡c t i li»u v· ph÷ìng tr¼nh h m ) m  líi gi£i cõa nâ düa v o

sü tçn t¤i c¡c �iºm b§t �ëng cõa mët ¡nh x¤ n o �â. Chóng tæi gåi ph÷ìng ph¡p gi£i

c¡c ph÷ìng tr¼nh h m lo¤i n y l  ph÷ìng ph¡p �iºm b§t �ëng.

Cho X, Y l  c¡c tªp câ t½nh ch§t X ∩ Y 6= ∅ v  f : X → Y l  mët ¡nh x¤. �iºm

x∗ ∈ X gåi l  mët �iºm b§t �ëng cõa f n¸u f(x∗) = x∗. B£n luªn v«n ��iºm b§t

�ëng v  c¡c ph÷ìng tr¼nh h m� tªp hñp c¡c v½ dö v· ph÷ìng tr¼nh h m m  líi

gi£i cõa nâ câ dòng �¸n c¡c t½nh ch§t kh¡c nhau cõa tªp c¡c �iºm b§t �ëng cõa mët
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¡nh x¤ f n o �â. Nëi dung cõa luªn v«n gçm Líi nâi �¦u, hai ch÷ìng, ph¦n k¸t luªn

v  t i li»u tham kh£o.

CH×ÌNG I. C�C �ÀNH LÞ SÌ C�P V� �I�M B�T �ËNG V� C�C B�I TO�N

V� PH×ÌNG TR�NH H�M

Ch÷ìng n y tr¼nh b y �ành ngh¾a �iºm b§t �ëng, mët sè c¡c �ành lþ sì c§p v· �iºm

b§t �ëng, nguy¶n lþ ¡nh x¤ co Banach trong khæng gian metric v  mët k¸t qu£ trong

b i b¡o [1]. Trong möc 1.2, c¡c t½nh ch§t cõa tªp �iºm b§t �ëng �÷ñc vªn döng �º

t¼m c¡c h m câ thº l  nghi»m cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh h m �÷ñc x²t, nghi»m thüc sü

cõa ph÷ìng tr¼nh h m �÷ñc t¼m b¬ng c¡ch thû trüc ti¸p c¡c h m kh£ d¾ l  nghi»m v o

ph÷ìng tr¼nh h m �¢ cho. Mët sè trong c¡c v½ dö n y l  c¡c b i to¡n trong c¡c ký thi

Olympic To¡n quèc t¸ IMO, �¢ trð th nh c¡c v½ dö kinh �iºn cho vi»c ùng döng �iºm

b§t �ëng v o ph÷ìng tr¼nh h m v  �÷ñc tr¼nh b y trong nhi·u t i li»u ( ch¯ng h¤n

[2]). Mët sè c¡c v½ dö kh¡c do t¡c gi£ tü s¡ng t¡c d÷îi sü h÷îng d¨n cõa T.S Ho ng

V«n Hòng.

Möc 1.3 tr¼nh b y nguy¶n lþ ¡nh x¤ co Banach trong khæng gian metric v  ùng döng

nguy¶n lþ n y v o vi»c gi£i mët sè d¤ng ph÷ìng tr¼nh h m. C¡c ph÷ìng tr¼nh h m

trong möc n y th÷íng �÷ñc x²t trong c¡c lîp h m câ t½nh ch§t �°c bi»t ( v½ dö lîp c¡c

h m bà ch°n, lîp c¡c h m li¶n töc, ...). C¡c lîp h m n y l  c¡c khæng gian metric �¦y

�õ, cán c¡c ph÷ìng tr¼nh h m �÷ñc x²t �÷ñc vi¸t l¤i d÷îi d¤ng (Tf)(x) = f(x), trong

�â f l  h m c¦n t¼m v  T l  ¡nh x¤ co ch°t tr¶n khæng gian metric �¦y �õ t÷ìng ùng.

C¡c ph÷ìng tr¼nh h m trong möc n y �·u duy nh§t nghi»m.

Möc 1.4 tr¼nh b y mët k¸t qu£ cõa t¡c gi£ Ho ng V«n Hòng trong [1], k¸t qu£ n y

cho ph²p kh¯ng �ành sü væ nghi»m cõa mët sè c¡c ph÷ìng tr¼nh h m düa tr¶n c§u tróc

tªp �iºm b§t �ëng cõa c¡c ¡nh x¤ l°p cõa mët ¡nh x¤ g n o �â. C¡c v½ dö cõa möc

n y l  c¡c ph÷ìng tr¼nh h m xu§t hi»n c£ ð trong �¤i sè tuy¸n t½nh l¨n gi£i t½ch.

CH×ÌNG II. NGUY�N LÞ �NH X� CO BANACH TRONG KHÆNG GIAN

METRIC SUY RËNG V� SÜ ÊN �ÀNH NGHI�M CÕA C�C PH×ÌNG TR�NH

H�M D�NG CAUCHY

Ch÷ìng n y tr¼nh b y nguy¶n lþ ¡nh x¤ co Banach trong khæng gian metric suy

rëng. Nguy¶n lþ n y l  cì sð �º ¡p döng ph÷ìng ph¡p �iºm b§t �ëng v o vi»c x²t sü

ên �ành nghi»m cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng Cauchy. Möc 2.2 tr¼nh b y c¡c k¸t qu£
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cõa C.Park v  Th.M Rassias v· sü ên �ành nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh h m Cauchy. C¡c

k¸t qu£ n y têng qu¡t k¸t qu£ cõa Hyers [4] v  �÷ñc chùng minh b¬ng c¡ch ¡p döng

nguy¶n lþ ¡nh x¤ co Banach trong khæng gian metric suy rëng. �º ch¿ ra ¡p döng cõa

k¸t qu£ v o l¾nh vüc ph÷ìng tr¼nh h m sì c§p, t¡c gi£ d¨n ra hai v½ dö, mët v½ dö l§y

trong t i li»u tham kh£o, v½ dö kh¡c t¡c gi£ tü s¡ng t¡c.

Möc 2.3 tr¼nh b y mët k¸t qu£ cõa Soon-Mo Jung v  Seungwook Min [7] v· sü ên

�ành nghi»m cõa mët lîp c¡c ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng Cauchy. Chùng minh k¸t qu£

n y công düa tr¶n nguy¶n lþ ¡nh x¤ co Banach trong khæng gian metric suy rëng, tùc

l  ¡p döng ph÷ìng ph¡p �iºm b§t �ëng. �p döng cõa c¡c k¸t qu£ n y v o l¾nh vüc

ph÷ìng tr¼nh h m sì c§p l  c¡c k¸t luªn v· nghi»m cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng

f(x+ y) = Af(x) +Bf(y), trong �â A,B l  c¡c h¬ng sè.

T i li»u tham kh£o gçm 10 danh möc.

B£n luªn v«n n y �÷ñc ho n th nh d÷îi sü h÷îng d¨n cõa T.S Ho ng V«n Hòng,

Vi»n Khoa håc Cì b£n � �¤i håc H ng H£i Vi»t Nam. T¡c gi£ xin b y tä láng bi¸t ìn

ch¥n th nh tîi th y h÷îng d¨n v  tªp thº c¡c th y cæ thuëc khoa To¡n � Tin, �¤i håc

Khoa håc � �¤i håc Th¡i Nguy¶n, nhúng ng÷íi �¢ tªn t¼nh gióp �ï công nh÷ t¤o c¡c

�i·u ki»n thuªn lñi �º t¡c gi£ ho n th nh ch÷ìng tr¼nh cao håc v  b£n luªn v«n n y.

Th¡i Nguy¶n, ng y 10 th¡ng 5 n«m 2013

Ng÷íi vi¸t

Tr¦n Thà Dung
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Ch÷ìng 1

C¡c �ành lþ sì c§p v· �iºm b§t
�ëng v  c¡c b i to¡n v· ph÷ìng
tr¼nh h m

1.1 �I�M B�T �ËNG

1.1.1 �ành ngh¾a

Cho X, Y l  c¡c tªp câ t½nh ch§t X ∩ Y 6= ∅ v  f : X → Y l  mët ¡nh x¤. �iºm

x∗ ∈ X gåi l  mët �iºm b§t �ëng cõa f n¸u f (x∗) = x∗.

Tªp c¡c �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ f kþ hi»u l  F ix(f).

1.1.2 V½ dö

1) �nh x¤ f : R→ R cho bði f (x) = x3 câ 3 �iºm b§t �ëng, F ix(f) = {−1, 0, 1} .

2) �nh x¤ g : R → [−1; 1] cho bði g(x) = sinx câ duy nh§t �iºm b§t �ëng

x∗ = 0, F ix (g) = {0} .

3) �nh x¤ h : R→ R cho bði h(x) = x+ 1 khæng câ �iºm b§t �ëng, F ix(h) = ∅.

1.2 MËT SÈ �ÀNH LÞ SÌ C�P V� �I�M B�T �ËNG V�
PH×ÌNG TR�NH H�M.

1.2.1 �ành lþ

Måi ¡nh x¤ li¶n töc tø kho£ng �âng [a;b] v o ch½nh nâ câ ½t nh§t mët �iºm b§t �ëng.

Chùng minh.

Gi£ sû f l  ¡nh x¤ li¶n töc tø [a; b] v o ch½nh nâ. �°t g(x) = f(x)− x. Khi �â g(x)

l  h m li¶n töc. V¼ f (a) , f (b) ∈ [a; b] n¶n g (a) .g (b) = (f (a)− a) (f (b)− b) ≤ 0.
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Vªy ph÷ìng tr¼nh g(x) = 0 câ ½t nh§t mët nghi»m x∗ ∈ [a; b], tùc g(x∗) = 0 hay

f (x∗) = x∗. Do �â f câ ½t nh§t mët �iºm b§t �ëng.

1.2.2 �ành lþ

i) N¸u f l  h m thüc sü gi£m tr¶n tªp sè thüc X th¼ f khæng câ qu¡ mët �iºm b§t

�ëng tr¶n X.

ii) N¸u h m f(x)
x thüc sü �ìn �i»u tr¶n tªp sè thüc X th¼ f câ khæng qu¡ mët �iºm

b§t �ëng tr¶n X.

Chùng minh

i) H m g(x) = f(x) � x thüc sü gi£m tr¶n X n¶n g s³ nhªn méi gi¡ trà cõa tªp g(X)

khæng qu¡ mët l¦n khi x ∈ X.Do �â n¸u g(X) khæng chùa gi¡ trà 0 th¼ f khæng câ

�iºm b§t �ëng. N¸u g(X) chùa gi¡ trà 0 th¼ f câ �óng mët �iºm b§t �ëng.

ii) Do t½nh �ìn �i»u thüc sü, h m g(x) =
f(x)
x , x ∈ X nhªn méi gi¡ trà thuëc mi·n

gi¡ trà g(X) cõa nâ khæng qu¡ mët l¦n tr¶n X. N¸u g(X) chùa 1 th¼ f câ �óng mët

�iºm b§t �ëng tr¶n X, n¸u g(X) khæng chùa 1 th¼ f khæng câ �iºm b§t �ëng tr¶n X.

1.2.3 �ành lþ

Gi£ sû F (u) l  h m mët bi¸n thüc, φ (x, y, s, t) l  h m cho tr÷îc cõa 4 bi¸n x,y,s,t

x¡c �ành tr¶n tªp d¤ng X ×X × R × R ( X l  tªp con cõa tªp sè thüc R). N¸u h m

F (u) câ �iºm b§t �ëng duy nh§t u∗ th¼ måi nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh h m:

F (φ (x, y, f (x) , f (y))) = φ (y, x, f (y) , f (x)) (x, y ∈ X ) (1.1)

(trong �â f l  h m mët bi¸n c¦n t¼m câ tªp x¡c �ành l  X ) ph£i thäa m¢n ph÷ìng

tr¼nh:

φ (x, x, f (x) , f (x)) = u∗.

Chùng minh. N¸u f(x) l  h m thäa m¢n (1.1) th¼ �°t y = x ∈ X ta nhªn �÷ñc:

F (φ (x, x, f (x) , f (x))) = φ (x, x, f (x) , f (x)) (∀x ∈ X). (1.2)

�¯ng thùc (1.2) chùng tä φ (x, x, f (x) , f (x)) l  �iºm b§t �ëng cõa F vîi måi x ∈ X.

Do F ch¿ câ duy nh§t �iºm b§t �ëng u∗ n¶n ta ph£i câ:

φ (x, x, f (x) , f (x)) = u∗ (∀x ∈ X).
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�ành lþ 1.2.3 cho mët �i·u ki»n c¦n �èi vîi nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (1.1). Khi ¡p

döng �ành lþ 1.2.3 �º gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng (1.1) th÷íng ta s³ chùng minh

r¬ng ph÷ìng tr¼nh F (u) = u câ duy nh§t nghi»m u∗ trong mët mi·n n o �â chùa mi·n

gi¡ trà cõa φ, sau �â gi£i ph÷ìng tr¼nh (1.2) v  thû c¡c nghi»m t¼m �÷ñc tø (1.2) v o

(1.1). C¡c nghi»m cõa (1.2) thäa m¢n (1.1) s³ l  t§t c£ c¡c nghi»m cõa (1.1).

V½ dö 1. T¼m t§t c£ c¡c h m f x¡c �ành tr¶n tªp sè thüc R, thüc sü gi£m v  thäa

m¢n ph÷ìng tr¼nh f(x+ f(y)) = f(x) + y (∀x, y ∈ R).

Gi£i. �°t trong ph÷ìng tr¼nh cõa b i to¡n y = x = 0 ta câ f(f(0)) = f(0). Vªy f(0)

l  mët �iºm b§t �ëng cõa f. Tø �ành lþ 1.2.2 suy ra r¬ng f(0) l  �iºm b§t �ëng duy

nh§t cõa f tr¶n R. �p döng �ành lþ 1.2.3 cho h m φ (x, y, f (x) , f (y)) = x + f (y) ta

suy ra måi nghi»m f cõa b i to¡n �¢ cho ph£i thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh x+f (x) = f (0)

hay f (x) = f (0)− x. �°t f(0) = c, ta suy ra måi nghi»m cõa b i to¡n �¢ cho ph£i câ

d¤ng f (x) = c − x ( c l  h¬ng sè thüc). Thayf (x) = c − x v o ph÷ìng tr¼nh cõa b i

to¡n ta �÷ìc:

c− (x+ c− y) = c− x+ y → c = 0.

Vªy f(x) = −x. Rã r ng h m f(x) = −x l  thüc sü gi£m tr¶n R v  thäa m¢n

ph÷ìng tr¼nh f(x + f(y)) = f(x) + y. Do �â h m f(x) = −x l  nghi»m duy nh§t cõa

b i to¡n �¢ cho.

V½ dö 2 (1983,IMO): T¼m t§t c£ c¡c h m f : (0,+∞)→ (0; +∞) thäa m¢n :

i) f(xf(y)) = yf(x) vîi måi x, y d÷ìng.

ii) lim
x→+∞

f(x) = 0.

Gi£i. �°t y = x = 1 trong �i·u ki»n i) ta �÷ñc f(f(1)) = f(1). Vªy f(1) l  mët

�iºm b§t �ëng cõa f. L§y x = 1 v  y = f(1), tø i) ta nhªn �÷ñc f (f (f (1))) = f(1)2.

Do f(1) l  �iºm b§t �ëng cõa f th¼ �¯ng thùc tr¶n cho ta f (1) = f(1)2. V¼ f ch¿ nhªn

c¡c gi¡ trà d÷ìng n¶n �¯ng thùc n y cho f(1) = 1. Vªy u∗ l  �iºm b§t �ëng cõa f.

N¸u x∗ > 0 l  mët �iºm b§t �ëng cõa f th¼ �°t trong �i·u ki»n i) y = x = x∗ ta

nhªn �÷ñc f
(
(x∗)2

)
= (x∗)2. Vªy (x∗)2 công l  mët �iºm b§t �ëng cõa f.

N¸u (x∗)n l  mët �iºm b§t �ëng cõa f th¼ �°t trong i) x = x∗, y = (x∗)n ta câ

f
(
(x∗)n+1) = (x∗)n+1. Theo nguy¶n lþ quy n¤p ta suy ra (x∗)n l  �iºm b§t �ëng cõa f

vîi måi n nguy¶n d÷ìng. Do �â n¸u x∗ > 1 ta suy ra lim
n→∞

(x∗)n = +∞, lim
n→∞

f((x∗)n) =
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