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MG dau

Bat ding thitc bién phan 13 mot vin dé quan trong cta Toan hoc Ung
dung. Bai toan nay c6 rat nhiéu ing dung trong cac linh viyc khac nhau.
Ngoai ra, nhiéu bai todn quan trong nhu téi wu 16i, bai toan b, cac bai toan
phuong trinh vi phan va dao ham riéng v.v... déu c6 thé mo ta dudi dang
mot bat dang thiic bién phan.

Bat ding thic bién phan da duge bat dau nghién ciu tit thap ky 60 cia
thé ky trudc, tuy nhién bai toan nay van 1a mot van dé thoi sy vi vai tro quan
trong clia né trong Iy thuyét toan hoc va trong ting dung thuc té. Mot trong
nhitng huéng nghién cttu quan trong la xay dung cac phuong phéap giai.

Gan day bai toan bat ding thic bién phan hai cAp ma mot truong hop
rieng quan trong la bai toan cuc tiéu mot chuan trén tap nghiém ciia mot
bat dang thic bién phan dang duge nhiéu ngudi quan tam nghién citu. Bai
toan nay xuat hién trong nhiéu van dé khac nhau, vi du trong van dé hiéu
chinh bai toan bat dang thiic bién phan gia don diéu. Viéc giai bai toan nay
khong thé ap dung truc tiép dudgc bing cac phuong phap giai bat dang thic
bién phan thong thudng (mot cap) da 6, do cau tric long nhau va phu thuoc
nhau ctia bai toan hai cap.

Muc dich ctia ban luan van nay la gi6i thieu mot cach co ban vé bai toan
bat ding thic bién phan. Dac biét luan vin di sau vao mot thuat toan giai
bai toan cuc tiéu ham chuan trén tap nghiép ctia bai toan bat dang thrc
bién phan gid don dieu. Thuat toan dudc trinh bay & luan van dugc lay tu
mot bai bao gan day clia tac gid Bui Van Dinh va Lé Diing Muu & tap chi
ACTA Mathematica Vietnamica. Day la mot thuat toan dya trén phuong
phap chiéu két hop véi ki thuat tim kiém Armijo va siéu phang cit dé thu
dugc sy hoi tu manh trong khong gian Hilbert.

Ban luan van ngoai phan md dau, két luan, tai lieu tham khao con c6 hai
chuong. Chuong 1 c6 tidu dé "Bai toan bat dang thic bién phan." Trong



chuong nay t6i trinh bay mot s6 kién thiic co ban vé bai toan bat dang thic
bién phan va cac bai toan lien quan. Tiép d6 1a mot sd két qua vé viec st
dung toan tit don diéu trong viéc chiing minh sy ton tai va duy nhat nghiém
ctia bai toan bat dang thiic bién phan. Chuong 2 c6 tieu dé la: "Bai todn bat
déng thiic bién phan hai cap" Chuong nay gianh dé trinh bay céc kién thic
co ban vé mot bai toan bat dang thic bién phan hai cAp va chi yéu trinh
bay mot thuat toan dya theo nguyén 1y bai toan phu két hop véi ki thuat
tim kiém theo tia va siéu phang cit dé giai bai toan nay.

Luan van nay dugc hoan thanh tai truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc
Thai Nguyén dudi sy huéng dan cia GS. TSKH. Lé Ding Muu. T6i xin bay
t6 su kinh trong va long biét on sau sac doi v6i Thay, Thay da danh nhiéu
thoi gian tryc tiép tan tinh huéng dan ciing nhu gidi dap nhitng thic méc
clia toi trong sudt qua trinh lam va hoan thién luan van. Qua day toi ciing
xin gui 161 cdm on cac Thay, Co tai Dai hoc Thai Nguyén va tai Vién toan
hoc da tan tinh giang day va gitp dé toi hoan thanh khoéa hoc.

Cudi cling to6i xin cdm on téi co quan, gia dinh va ban be da luon quan
tam dong vién, tao diéu kién va ing ho toi trong sudt qua trinh hoc tap va
lam luan van tot nghiep.

Thai Nguyén, ngay 21 thang 6 nam 2014.

Tac gia

Vit Le Thity



Chuong 1

Bai toan bat dang thiic bién phan

Trong toan bd chuong nay, ching ta sé lam viéc trén khong gian Hilbert
thyc H. Truéc tién ta trinh bay mot s6 kién thitc co ban vé bai toan bat
déng thiic bién phan va cac bai toan lien quan. Tiép d6 la mot s6 két qua ve
viéc st dung toan ti don diéu trong viéc chting minh sy ton tai va duy nhéat
nghiém ctia bai toan bat dang thic bién phan. Céc kién thitc trong chuong
nay duge lay trong tai lieu [1], [2], [3], [4], [6], [7], [8].

1.1 Phat biéu bai toan va vi du

1.1.1 Mot s6 kién thitc co ban vé khéng gian Hilbert

Dinh nghia 1.1. Cho H 14 mot khong gian tuyén tinh. Tich vo hudéng xac
dinh trén H la mot anh xa duge xac dinh:

(,): HxH —R
(z,y) — (2,y).

théa man cac dieu kién sau:

i. {x,y) = (y,x) vdi moi x,y € H;

i. (r+y,2) = (x,2) + (y, z) vdi moi x,y, z € H;
iii. {ax,y) = alr,y) vdi moi x,y € H. va o € R;
w.{ax,x) >0 vdi moi x € H,(x,z) =0 x=0.

(x,y) dugc goi 1a tich vo hudng ctia hai vecto = va y.
Cap (H, (.,.)) dugc goi 1a khong gian tien Hilbert (hay con goi 14 khong gian



Unita). Sy hoi tu, khai niem tap md,....trong (H, (.,.)) luon dugc gan vdi
chuan sinh bdi (z,y). Néu khong gian dinh chuan tuong ting day du thi ta
no6i (H, (.,.)) la khong gian Hilbert.

Dinh ly 1.1. Cho H la khong gian tien Hilbert, vdi moi x,y € H ta luon
6 bat dang thic sau:
2
| (z,y) |7 < (2, 2)(y,y),

bat dang thic nay goi la bat dang thic Schwarz.

Dinh ly 1.2. Cho H la khong gian tien Hilbert. Khi do:
|z ||=/(z,z),x € H,

rdc dinh mot chuan trén H.

Dinh 1y 1.3. Cho H la khong gian Hilbert, khi do:

(., ) HxH-— R,
la mot ham lién tuc.

Dinh 1y 1.4. V4i moi x,y trong khong gian tién Hilbert, ta co:

2 2
la+ylF+lz—ylIF =20z >+ y[*

Dinh nghia 1.2. Hai vecto z,y € H dudc goi la hai vecto truc giao véi
nhau, ki hiéu la x L y, néu (x,y) = 0.
T dinh nghia dé dang suy ra cac tinh chat sau:

. 0 L x, Vo € X,

w.r Lly=y Ll x;

. x L {y1,y2, o un} = Lagyp + oo + ..+ @y, n €

N o, eRi=1,2,...,n;

Ww. T L Yn,yp =y khin — oo thi x L y.
Pinh nghia 1.3. Cho tap M C H, phan bu truc giao ctia M, ki hieu M+
la tap hop sau:

M*+={zecH:x Ly VycH.



Dinh 1y 1.5. (Tich vo hudng sinh bdi chudan). Cho (X,| - ||) la mot
khong gian tuyén tinh dinh chuan trén khong gian Hilbert H. Gid st vdi

moi x,y € X, théa man:

2 2
le+y P+ e =yl =201z "+ 1y I

Khi dé tren X c6 mot tich vo hudng théa man (x,x) =|| x || .

Dinh nghia 1.4. Cho A la mdt toan tit trong khong gian Hilbert H, anh
xa: A" : H — H xéac dinh nhu sau:

Vy € H, A%y = y;

trong do:
(Ax,y) = (x, A'y) = (z,y").

Khi d6 A* dugc goi 1a toan ti lién hgp cla toan ti A.

Dinh 1y 1.6. (Dinh li F. Riesz). Vdi moi vecto a co dinh thuoc khong gian
Hilbert H hé thic:

F@) = (a,2). (1.1
Xac dinh mot phiém ham tuyén tinh lien tuc f(x) trén khong gian Hilbert H
voi:

17 l=lall. (1.2
Ngugc lai, bat ky phiém ham tuyén tinh lien tuc f(x) nao trén khong gian
Hilbert H ciing déu co thé biéu dién mot cdach duy nhat dudi dang (1.1), trong
dé a la mot vecto cia H théa man (1.2).

1.1.2 Bai toan bt ding thitc bién phan.

Cho mot tap con K cua H va anh xa F': K — H.
Bai toan bat dang thitc duge ki hieu 14 VIP(K; F) 1a bai toan tim 2* sao cho:
€ K, (F(z*),x —2*) >0, Vz € K. (1.3)
Tap hop nhitng diém z* thda man (1.3) duge goi 1a tap nghiem ctia VIP(K; F)
va ki higu 1a SOL — VIP(K; F).



1.1.3 Cac trudng hgp riéng va vi du thuc té.

Mot trong nhitng 16p bai toan quan trong va la mot truong hgp riéng cia
bai toan bat dang thitc bién phan 1 bai todn bu dugc dinh nghia nhu sau:
Dinh nghia 1.5. Cho K 1a mot tap con khac réng, 16i, déng trong H, K*
1a nén doi ngau ciia K va cho anh xa: F' : K — H. Bai toan bu, ki hieu 1
NCP(K; F) la bai toan:

Tim vecto z* € Ksao cho :

(NCP(K; F)) F(z*) € K*
(z*, F(z*)) =0

Tap hop nghiém cia NCP(K; F') duge ki hiéu 1a SOL — NCP(K; F).

Meénh dé 1.1. Néu K la mot non 10i, dong trong H thi tap nghiém ctia bas
todin NCP(K; F) va bai todn VIP(K; F) la trang nhau, tic la:

SOL — VIP(K; F) = SOL — NCP(K; F).
Chting minh
Gid st 2* € SOL — VIP(K; F). Theo dinh nghia ta c6:
e K,
(F(z*),z —2*) >0, Vz € K.
Bang cach lay z = 0 € K suy ra:
(F(z*,—2%)) > 0.
Bang cach lay o = 22* € K ta thu dugc:
(F(z*),2*) > 0.
Tu (1.4) va (1.5) ta két luan:
(F(z*),z*) = 0.
Mat khac tu dinh nghia ta co:
0 < (F(z"),z —a*) = (F(z"),z) — (F(z%),2") = (F(2%),z),Vz € K.
Diéu nay ching t6: F(z*) € K*. Két hop véi (1.6) ta co:
¥ € SOL—- NCP(K;F);

hay:
SOL—-VIP(K;F)C SOL—- NCP(K;F).



Ngugc lai, gia st 2* € SOL — NCP(K; F'). Theo dinh nghia ta co:

{ F(a*) € K*;
(x*, F(z*)) = 0.

Mat khéc vi F'(z*) € K* nén v6i moi x € K ta co:
(F(z%),z —a*) = (F(z"),2) — (F(2*),2%) = (F(z*),z) > 0.
Diéu nay suy ra:
"€ SOL—-VIP(K; F);

hay
SOL - NCP(K;F)C SOL-VIP(K;F).

Két luan lai ta co:
SOL—-VIP(K;F)=SOL—- NCP(K;F).
Meénh dé dude ching minh.
Dinh nghia 1.6. Cho K 13 mot tap khac rong, 10i, dong trong H va anh xa
F:K— K.

Diém z € K dudc goi la diém bat dong ctia anh xa F néu théa man diéu
kién:
F(x) =&
BAI TOAN QUY HOACH LOL.
Cho K la tap 1oi, déng, khéac rong trong H va f : K — R 14 mot ham 1oi
tren K. Bai toan quy hoach 16i duge phat biéu nhu sau:
Tim z* € K : f(2*) = minf(z) | v € K. (OP)

Meénh dé 1.2. Gid st : f : K — R la ham loi kha vi trén tap loi K € H.
Khi do x* € K la nghiém ctia bai toan (OP) khi va chi khi * la nghiém cia
bai todn bat dang thic bién phan:
Tvm z* € K sao cho (Vf(z*),x —z*) >0, Vz € K;
trong dé: V f(x*) la dao ham cia f tai z*.

Ta xét cac vi du thuc té ctia bai toan bat dang thic bién phan.



