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L3I NOI DAU

Qui hoach toan phuong (Quadratic Programming, viét tat 1a QP) 1a bai toan

< .2 o ~ < ~ T < ~ £ .
tim cyc tieu cia mot ham bac hai véi cac rang budc tuyen tinh:

min{ f(z) = %xTQa: + 'z x € D}, (QP)

trong d6 Q € S™ (ma tran vuong do6i xing), ¢ € R" va D la tap 1oi da dién cho
trude. Néu Q xac dinh duong hay nita xac dinh duong thi (QP) 1a bai toan qui
hoach toan phuong 16i, con néu Q khong xac dinh thi (QP) 1a bai toan qui hoach
toan phuong khong 16i. Cac bai toin qui hoach toan phuong rat duge quan tam
nghién ctu, vi nhiéu van dé nay sinh trong thuc tién c6 thé dién dat dusi dang
bai toan (QP). Qui hoach toan phuong, néi riéng la qui hoach tuyén tinh (Linear
Programming, viét tat 1a LP), lien quan chit ché véi bai todn bu tuyén tinh.
Bai toan bi tuyén tinh (Linear Complementarity Problem, viét tat 1a LCP), do
R. W. Cottle v& G. B. Dantzig [2] d& xuat nam 1968, 14 bai todn tong quat mo ta
théng nhat cac bai toan qui hoach tuyén tinh, qui hoach toan phuong va tro choi
song ma tran. Cac nghién cttu vé bai toan bt tuyén tinh da dem lai nhiéu 1gi ich,
vugt xa cac két qua cu thé. Chang han, thudt todn zoay bi(complementarity pivot
algorithm) ltc dau duge dé xuat cho bai todn bu tuyén tinh da duge mé rong truc
tiép dé tao ra cac thuat toan hiéu qua tinh diem bat dong Brouwer va Kakutani,
tinh cic trang thai can bang kinh té, gidi cac hé phuong trinh phi tuyén va tim
nghiém t6i wu cho bai toan qui hoach phi tuyén. Tuong tu, cic phuong phap lap
dugc dé xuat cho bai toan b tuyén tinh da tao diéu kién tot cho viec xit 1y cac
bai toan qui hoach tuyén tinh cé rat 16n ma khong thé giai quyét bing phuong
phap don hinh quen thuoc, do kich thuéc bai toan qua 16n da gay ra nhiéu kho
khan trong tinh toan s6. Vi nhitng 1& do, trong linh viic nghién citu bai toan b
tuyén tinh nguoi ta da danh nhiéu gidi thudéng c6 gia tri cao cho nhitng ai c6
thanh tich xuét sic trong hoc tap hodc nghién citu vé t6i wu hoa hoac gan bo véi

sy nghiép tng dung t6i uu trong thuc tién.
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Muc tiéu ctia luan van la tim hiéu va trinh bay khai quat vé bai toan qui hoach
toan phuong (161 va khong 16i ), bai toan bu tuyén tinh va phan tich mdi quan he
gitta bai toan qui hoach toan phuong va bai toan bt tuyén tinh.

Noi dung luan van duge viét thanh ba chuong:

Chuong 1: “Kién thtic chuan bi vé ma tran” nhic lai khai niém vé ma tran xéc
dinh duong, nita xac dinh duong va tom tit mot s6 két qua 1y thuyét bo ich vé
ma tran, cach kiém tra tinh xac dinh ctia ma tran. Cac ma tran xac dinh duong
va nua xac dinh duong lién quan chéat ché véi ham toan phuong va qui hoach toan
phuong. Cac kién thitc nay sé dude sit dung dén & cac chuong sau khi dé cap dén
bai toan qui hoach toan phuong va bai toan bt tuyén tinh.

Chuong 2: “Bai toan quy hoach toan phuong” trinh bay noi dung bai toan qui
hoach toan phuong, mot sd ing dung clia bai toan, sy ton tai nghiém ctia bai
toan, dang cht y la Dinh 1y Frank - Wolfe (1956) va Dinh 1y Eaves (1971). Cudi
chuong trinh bay dinh 1y vé diéu kien can t6i vu KKT cho nghiém cuc tiéu dia
phuong va dinh 1y diéu kien du t6i wu khi ham muc tieu f(x) 16i.

Chuong 3: “Bai toan bul tuyén tinh” gi6i thieu khai quat vé bai toan bl tuyén
tinh v& cach tiép can t6 hop giai bai toan dua trén khai niem nén bi. Phan tich
moi quan hé ctia bai toan b tuyén tinh véi qui hoach tuyén tinh va qui hoach
toan phuong, dic biét chi ra rang bai toin qui hoach tuyén tinh va bai toin qui
hoach toan phuong cé thé qui dude vé bai toan bit tuyén tinh.

Do thoi gian va kién thiic con han ché nén chic chin luan van nay con c6
nhitng thiéu sét nhat dinh, kinh mong qui thay c6 va cac ban dong gop ¥ kién dé
tac gid tiép tuc hoan thién luan vin nay.

Trong qua trinh hoc tap va thuyc hién luan van, t6i da nhan duge sy day bao
tan tinh ciia cic thay co gido § truong Dai hoc Khoa Hoc - Dai hoc Thai Nguyén.
Dic biet 1 sy chi bdo, huéng dan tryc tiép cia GS. TS Tran Vit Thiéu. Nhan dip
nay toi xin bay té long biét on sau sic t6i GS. TS Tran Vii Thieu, t6i S6 Gido
duc va Dao tao Hai Phong, truong THPT An Duong - Hai Phong, cac thay co

gido va cac ban dong nghieép da gitp do toi trong sudt thoi gian qua.
Thar Nguyén, thang 4 nam 2014
Tac gia

Ha Thy Minh Trang



CHUONG 1

KIEN THUC CHUAN BI VE MA TRAN

Chuong nay nhac lai khai niém vé ma tran xac dinh duong, nita xac dinh duong
va néu mot s6 két qua 1y thuyét hitu ich vé ma tran, cach kiém tra tinh xac dinh
cua ma tran. Cac ma tran xac dinh duong va ntta xac dinh duong lién quan chét
ché v6i ham toan phuong va qui hoach toan phuong. Noi dung ctia chuong dugce
tham khao chii yéu tr cdc tai lieu [1], [3] - [5].

1.1. Ma tran xac dinh duong va nita xac dinh duong

Muc nay nhéc lai khai niém vé ma tran xac dinh duong va nita xac dinh duong

thuong gap trong qui hoach toan phuong va bai toan bl tuyén tinh.

Dinh nghia 1.1. Ma tran ) vuong cap n, déi xting hay khong dé6i xiing, goi la
zdc dinh duong (positive definte matrix) néu 27Qz > 0 véi moi z € R",x # 0; Q
goi 1a nita zdc dinh duong (positive definte matrix) néu 27 Qz > 0 véi z € R™. Ma
tran @ goi la xzdc dinh am (negative definite matrix) (nda zdc dinh am - negative
semidefinite matrix) néu - Q la xac dinh duong (ntta xac dinh duong). Ma tran
Q goi 1a khong zdc dinh (indefinite matrix) néu 27 Qx duong véi x nay va am véi
x khéac.

Néu @ khong doi xting, ta c6 thé thay né bang ma tran déi xing (Q + Q') /2

ma khong lam thay ddi tinh xac dinh ctia ma tran, béi vi 27 (Q + QT) r = 22TQux.

Vi du 1.1. Cho cac ma tran
1 -1 1 -1 -2 1
A= , B= , C=
-1 2 -1 1 1 =2
-1 1 1 0
D — ’E:
1 -1 0 —1



C6 thé thay A xac dinh duong, B nita xac dinh duong, C x4c dinh am, D nia

xac dinh am va F khong xac dinh.

Dinh nghia 1.2. Cho @ = (¢;) 1& ma tran vuong cap n. Gia st {iy, ...} C
{1, ...,n} la tap chi s6 vé6i cdc phan tt xép theo thit ty ting dan. Xoa tat ci cac
phan tit cia Q 6 hang ¢ va cot ¢ véi i ¢ {iy, ...,i}, ta nhan dugc ma tran con
cap k x k ctia Q

Qiviy  * Qigig

Qirii " Qigiy

Ma tran nay goi 1a ma tran con chinh (principal submatrix) ctia @) xac dinh
béi tap chi s6 {iy, ...,i}. Bang cach dat J = {ij, ..., ik}, ta ky hiéu ma tran con
chinh 1a @ ;;. D6 1a ma tran (q; : i € J,j € J}. Dinh thitc cia ma tran con chinh
goi 1a dinh thic con chinh (principal determinatnt) ctia Q xac dinh béi tap chi s6
J. Ma tran con chinh ciia @ xac dinh béi tap J = (0 (tap rong) 1a ma tran rong
(khong chita phan tit nao). Qui udc dinh thic clia ma tran rong bang 1. Ma tran
con chinh ctia @ xac dinh béi tap J = {1, ..., n} chinh la Q. Ma tran con chinh
cia @ xac dinh béi tap J # (0 goi 1a ma tran con chinh khdac rong (non-empty
principal submatrix) ctia Q. Do s tap con khac rong cia {1, ...,n} 1a 2" — 1
nén co6 tat cad 2" — 1 ma tran con chinh khéc rong ctia Q. Cac ma tran con chinh
clia @ xac dinh bdi tap chi s6 J C {1, ...,n} goi 1a ma tran con chinh thuc sy
(proper principal submatrix) cia . Vi thé, mdi ma tran con chinh thyc sy cla

Qcocapk <n-—1.

Vi du 1.2. Cho
1 2 3

Q=145 6
789
Ma tran con chinh cap 1, lan lugt tuong tng véi J = {1}, {2} va {3}, 1a cac
phan tit duong chéo 1, 5 vd 9. Ma tran con chinh cap 2, lan lugt tuong tng vdi
J={1,2}, {1,3} va {2,3} la cdc ma tran 2 x 2 sau day:

() (o))



Ma tran con chinh cap 3 x 3, tuong ting v6i J = {1,2,3}, chinh 1a Q. C6 tat

cd 2% — 1 = 7 ma tran con chinh khac réng.

Dinh nghia 1.3. Ma tran con chinh cap £ ctia @, xac dinh bdi tap chi s6 J =
{1, ..., k}, tic 1a ma tran nhan duge tir Q bang cach bdé di n — k hang va cot
cudi, goi 1a ma tran con chinh chi dgo (leading principal submatrix) cap k cia
(). Dinh thiic ctia ma tran con chinh chi dao dudge goi la dinh thic con chinh chi
dao (leading principal subdeterminant).

Trong Vi du 1.2, ma tran con chinh chi dao cap 113 1 (b6 di 2 hang va 2 cot
cudi). Ma tran con chinh chtt dao cap 2 1a ma tran con chinh thit nhat trong 3
ma tran con chinh cap 2 da liét ké va ma tran con chinh chtt dao cap 3 chinh la

Q. S6 ma tran con (dinh thitc con) chinh chil dao clia ma tran cip n x n bang n.

1.2. Mot sé két qua vé ma tran

Muc nay néu mot s6 két qua hitu ich trong nghién ctiu cac ma tran xac dinh

duong va nita xac dinh duong.

Két qua 1.1. Néu A = (a11) la ma tran cap 1 x 1 thi A zdc dinh duong khi va
chi khi a;1 > 0 va A nita xdac dinh duong khi va chi khi a;qp > 0.

Chitng minh.Gia st y = (y;) € RL. Khi d6, yTAy =aqy?. Vi thé yTAy > 0 v6i
moi y € RY, y # 0, khi va chi khi a;; > 0, do d6 A xéc dinh duong khi va chi khi
a1 > 0. Cing vay, y Ay > 0 v6i moi y € R! khi va chi khi a;; > 0, do d6 A nita
xac dinh duong khi va chi khi a;; > 0. [

Két qua 1.2. Néu Q la ma tran zdc dinh duong (doi zing hay khong doi zing)

tht moi ma tran con chinh cia Q déu zdc dinh duong.

Chitng minh. Xét ma tran con chinh G xac dinh bdi tap chi s6 {1, 2}.

G={ ™ ") Giasiz= "

421 422 Y2
Lay v = (y1,¥2,0,0,...,0)T. Khi d6 yTQy = 2TGz. Tuy nhién, do Q xac dinh
duong nén y'Qy > 0 véi moi y # 0. Do vay z'Gz > 0 v6i moi z # 0. Vi thé G

ciing xac dinh duong. Dung lap luan tuong tu ¢6 thé ching minh ring moi ma

tran con chinh ctia () ciing xac dinh duong. [ |



Két qua 1.3. Néu Q zdc dinh duong thi qi > 0 vdi moi i.
Chiing minh suy tit Két qua 1.2

Két qua 1.4. Néu Q la ma tran nita zdc dinh duong (doi zing hay khong doi
xing) thi moi ma tran con chinh cia Q cing nia xdc dinh duong.

Ching minh twong tu nhu trong chiing minh Két qua 1.2.

Két qua 1.5. Néu Q la ma tran nia zdc dinh duong thi qi; > 0 vdi moi i.
Chiing minh suy tit Két qua 1.4.

Két qua 1.6. Cho Q la ma tran nia xdc dinh duong. Néu q; = 0 thi qij +qji = 0
vdi moi j khi Q khong doi zing va q; = q; = 0 vdi moi j khi Q doi ziing.

Chitng minh. Dé xac dinh, gid st q;1 = 0 va gid st q12 + g1 # 0. Theo két qua

qun iz | 0 ¢
421 Qg22 d21 q22

phéi nita xdc dinh duong, nghia 1a qaoya—+ (qi2 + qo1) y1ve > 0 v6i moi yq,ye. Do

1.4, ma tran con chinh:

12 + o1 # 0 nén néu chon y; = (—q — 1) / (quz + q21) va y2 = 1 thi bat déng

thic trude dé6 tré thanh —1 > 0, ta gidp mau thuan. Vay phai c6 g2 + qo1 = 0.
Truong hop @ doi xing thi qi2 = qo1. Theo trén qio + g1 = 0. T d6 suy ra

2q12 = 2921 = 0, tiic g1z = g1 = 0. u

Dinh nghia 1.4. (Budc xoay Gauss - Gaussian Pivot Step). Cho A = (a;) la
ma tran cAp m x n. Phan t1t 6 hang r, cot s 1 a,. V6i ays # 0, bude zoay Gauss

bién doi ma tran A theo cong thic:
;L e .
aij — af; = ajj — apj X (Gis/ars) vVéimoii=r+1, ..., mvamoij=1,.,n

tiic 1a trit mdi hang i > r mot boi s6 thich hop (cu thé 13 ag/a ) clia hang r. C6
thé thay al, = 0 v6i moi i > 1. O bude xoay nay, hang r goi 1a hang zoay (pivot
row), cot s goi 1a cot zoay (pivot column) v ay goi 1a phan i tru(pivot element).
Budc xoay Gauss nay goi tat 1a phép zoay (r,s) trén A va no chi thiyc hien duge
khi a,s # 0 (r < m).

Vi du 1.3. Phép xoay (1,2) (a;9 = 2 1a phan ti try) trén ma tran A bién A
thanh B:



2 2 =20 22 =20
A=4 1 3 2 |=B=|30 4 2
2 =2 0 1 4 0 =21

Két qua 1.7. Cho D la mot ma tran vuong doi xing cip n > 2. Gid st D zdc
dinh duong. Thac hién phép woay (1,1) tréen D dé bién moi phan ti & cot 1, tri
phan ti dau, thanh 0. Ta nhan dude ma tran E. Gid st Ey la ma tran con nhan
duge tu E bang cdach b6 di hang 1 va cot 1. Khi dé, Ey van con doi zing va zdc

dinh duong.

Vi du 1.4. V6i phép xoay (1, 1) trén ma tran D vuong doi xiing xac dinh duong
(cap 3) ta nhan dugc ma tran E; vuong doéi xting xac dinh duong (cap 2):

&

0 e ) :
! 1 =1
D=1 2 —1]|=>E=|@8 1 —i ,E1=L J

' ¥ 2
0 -1 2 p 1 2

Két qua 1.8. Ma tran vuong Q la zdc dinh duong (hay nita wdc dinh duong) khi
va chi khi Q + QY xdc dinh duong (hay nia xdc dinh duong).

Chitng minh. Suy ra tit dang thic x™ (Q + QT) x = 2xTQx [ |

Két qua 1.9. Gid st Q la ma tran vuong cap n va A la ma tran cap m x n. Khi

(3 7)
A 0

cap (m +n) la nmia xdc dinh duong khi va chi khi Q nia zdc dinh duong.

do ma tran vuong:

Chitng minh. Dit z = (y1, ..., ¥, t1, ...,tm)T € R™™vay = (yy, ...,yn)T. V6i moi
z ta c6 z' Bz = y'Qy. Vi thé z'Ez > 0 véi moi z € R™*" khi va chi khi yTQy > 0
v6i moi y € R*, nghia la F nita xac dinh duong khi va chi khi ) nita xac dinh
duong. [ |

Két qua 1.10. Néu B la ma tran vuong (cip n) khong suy bién thi ma tran
D = BB la ma tran doi zing va xdc dinh duong.

Chimg minh. Tih d6i xing la do DT = (B"B)' = B™B = D. Véi moi y €
R",y # 0, ta c6 y'Dy = y* (BTB)y = (By)' By = |[By|]* > 0 do By # 0(B
khong suy bién va y # 0 kéo theo By # 0). Vi thé D xac dinh duong. [
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Két qua 1.11. Néu A la mot ma tran tuy 3 (vuong hay chit nhat) thy AAT va

ATA la doi zing va nita zdc dinh duong.
Chitng minh. Tuong ti nhu ching minh Két qua 1.10. [

Vi du 1.5. V6i ma tran A cho dudi day thi AAT xac dinh duong vai ATA nita
xac dinh duong

2 1
;»AAT( 1 2>,ATA 0 1 -1

o Néu Q) zdc dinh duong thi nghich ddo Q™' ton tai va zdc dinh duong
e Sau day 1a mot s6 két qua lien quan dén dinh thic con chinh clia cac ma

tran xac dinh duong va nita xac dinh duong.

Két qua 1.12. Cho Q la mot ma tran zdc dinh duong, doi zing hay khong doi
zing. Moi dinh thic con chinh cia Q la s6 duong. Néi riéng, det@ > 0.

Két qua 1.13. Cho Q la mot ma tran nia wdc dinh duong, doi xzing hay khong
doi ming. Moi dinh thitc con chinh cia Q khong am. Néi rieng, detQ > 0.

Két qua 1.14. (Tiéu chuan Silvester).

a) DEé cho ma tran vuong doi mimg Q la zdc dinh duong thi diéu kién can va di la

moi dinh thiic con chinh chi dao cia Q) duong, tic Ay > 0,9 >0, ..., A, >0,
trong do
i1 12 " qin
qi1 12 g21 G22 " Qon
Ay = |Q11|,A2: sy Ap = . . . .
21 422
dn1 4n2 - Q4nn

b) Dé cho ma tran vuong doi zing Q la zdc dinh am thi diéu kién can va di
la cdc dinh thite con chinh chi dao ciia Q ludn phién doi dau, trong dé dinh thic
dau tién cé dau am, tic la Ay < 0,A9 > 0,..., (—1)"A, > 0.



