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Mở đầu

Bài toán cân bằng có nhiều ứng dụng trong khoa học, kỹ thuật và đời sống

như: vật lý (đặc biệt là cơ học), hóa học, sinh học, nông nghiệp, quân sự, kinh

tế, viễn thông... Bài toán cân bằng là bài toán tổng quát, nó bao gồm nhiều

trường hợp riêng như: bài toán tối ưu, bài toán cân bằng Nash, bài toán điểm

yên ngựa, bài toán bất đẳng thức biến phân... Do có ứng dụng rộng rãi trong

thực tế nên nghiên cứu về bài toán cân bằng và đưa ra các thuật toán giải là

cần thiết.

Luận văn này nhằm giới thiệu về bài toán cân bằng, một số bài toán quy

được về bài toán cân bằng và phương pháp chiếu để giải bài toán cân bằng.

Luận văn này gồm mục lục, phần kết luận và tài liệu tham khảo.

Chương 1: Nhắc lại các khái niệm, kết quả cơ bản nhất về không gian

Hilbert, tập lồi, hàm lồi, sẽ được sử dụng ở chương sau. Tiếp theo là giới

thiệu về bài toán cân bằng và các trường hợp riêng của nó.

Chương 2: Ta tìm hiểu hai phương pháp chiếu để giải bài toán cân bằng

đơn điệu. Trong phần này, trước hết trình bày về song hàm giả đơn điệu tiếp

theo là phương pháp chiếu khoảng cách. Trong phương pháp chiếu khoảng

cách ta tìm hiểu về hai phương pháp chiếu: phương pháp chiếu cơ bản, phương

pháp chiếu tổng quát và thuật toán tương ứng.

Trong quá trình viết luận văn cũng như xử lý văn bản chắc chắn không

tránh khỏi những sai sót. Tác giả mong nhận được sự đóng góp của quý thầy

cô và bạn đọc để luận văn được hoàn thiện hơn.
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Chương 1

Bài toán cân bằng đơn điệu

Trong chương này ta trình bày các khái niệm cơ bản về không gian Hilbert.

Ta nhắc lại một số kiến thức cơ bản của giải tích lồi. Tiếp theo, ta phát biểu

bài toán cân bằng và các trường hợp riêng của bài toán cân bằng. Kiến thức

được trình bày trong chương này được tham khảo chủ yếu từ tài liệu [1], [2],

[3].

1.1 Kiến thức cơ bản

1.1.1 Không gian Hilbert

Định nghĩa 1.1. Cho H là một không gian tuyến tính trên trường số thực

R. Một tích vô hướng trong H là một ánh xạ được ký hiệu

〈., .〉 : H ×H → R,

và có tính chất sau

1) 〈x, x〉 > 0 nếu x 6= 0; 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0, ∀x ∈ H;

2) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y ∈ H;

3) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉, ∀x, y, z ∈ H;

4) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉, ∀x, y ∈ H, ∀α ∈ R;

5) 〈x, x〉 = ‖x‖2 = 〈x, x〉 12 , ∀x ∈ H.

Tích vô hướng liên hệ với độ dài (chuẩn) của các véc-tơ bởi hệ thức (5).

Khi đó, không gian tuyến tính H〈., .〉 được gọi là không gian tiền Hilbert.

Định nghĩa 1.2. Không gian đầy đủ là không gian mà mọi dãy Cauchy đều

hội tụ.
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Định nghĩa 1.3. Không gian tiền Hilbert đầy đủ được gọi là không gian

Hilbert.

Ví dụ 1.1. Không gian L2(E, µ) là không gian Hilbert với tích vô hướng

〈x, y〉 =
∫
E

x(t)y(t)dµ.

Tích phân này tồn tại và hữu hạn vì∫
E

|xy| ≤
( ∫

E

x2
) 1

2 .
( ∫

E

y2
) 1

2 <∞.

Ví dụ 1.2. Không gian CL2

[a,b] gồm tất cả các hàm liên tục trên đoạn [a, b] với

phép toán tuyến tính thông thường và với tích vô hướng

〈x, y〉 =
∫ b

a

x(t)y(t)dt

là không gian tiền Hilbert không đủ.

Ví dụ 1.3. Không gian l2 với chuẩn

‖x‖ =
( ∞∑
n=1

|ξn|2
) 1

2 < +∞, x = (ξ1, ξ2..., ξn, ...)

là một không gian Hilbert.

Nhận xét 1.1. Không gian tiền Hilbert có tính chất sau

i) Tính chất hình bình hành

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
;

ii) Bất đẳng thức Schwars

‖〈x, y〉‖ ≤ ‖x‖.‖y‖;

iii) Tích vô hướng 〈x, y〉 là một hàm số liên tục đối với biến x và y.
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Ánh xạ co và nguyên lý điểm bất động

Định nghĩa 1.4. Cho C là tập khác rỗng trong không gian tiền Hilbert thực

H. Một hàm f : C → H gọi là ánh xạ co trên, nếu tồn tại θ < 1 sao cho nếu

f(x) là phần tử ứng với x trong ánh xạ f thì với mọi x1, x2 ∈ C ta có

ρ(f(x1), f(x2)) ≤ θρ(x1, x2),

trong đó ρ(x, y) = ‖x − y‖ được gọi là "khoảng cách giữa x và y". Một phép

ánh xạ f có thể có những điểm mà ảnh của nó trùng với chính nó: f(x) = x

được gọi là điểm bất động của ánh xạ.

Ví dụ 1.4. Cho hàm f : R→ R với mọi x ∈ R ta có f(x) = 1
2x là ánh xạ co,

với θ = 1
2 .

Định lý 1.1. (Định lý Banach) Mọi ánh xạ co P từ không gian Hilbert thực

H vào bản thân nó đều có một điểm bất động duy nhất.

Chứng minh. Lấy một điểm x0 ∈ H và những điểm

x1 = Px0, x2 = Px1, ..., xn = Pxn−1, ...

Theo định nghĩa ánh xạ co

ρ(xn, xn+1) = ρ(Pxn−1, Pxn) ≤ θρ(xn−1, xn),

ρ(xn−1, xn) ≤ θρ(xn−2, xn−1),

.... ... ...

ρ(x1, x2) ≤ θρ(x0, x1),

từ đó suy ra với mọi n ta có

ρ(xn, xn+1) ≤ θnρ(x0, x1).

Vậy khi m > n, ta có
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ρ(xn, xm) ≤ ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + ...+ ρ(xm−1, xm)

≤ (θn + θn+1 + ...+ θm−1)ρ(x0, x1)

≤
∞∑
k=n

(θk)ρ(x0, x1) =
θn

1− θ
ρ(x0, x1).

Vì θ < 1 nên ρ(xn, xm)→ 0 khi n,m→∞, tức là {xn} là một dãy Cauchy trong

H và vì H là không gian Hilbert nên {xn} phải dần tới một giới hạn x nào đó.

Ta có xn = Pxn−1 mà xn → x, Pxn−1 → Px vì ρ(Pxn−1, Px) ≤ θρ(xn−1, x)→ 0.

Vậy Px = x, nghĩa là x là điểm bất động. Đó là điểm bất động duy nhất vì

nếu y cũng là một điểm bất động thì

ρ(x, y) = ρ(Px, Py) ≤ θρ(x, y).

Với θ < 1 điều này chỉ xảy ra nếu ρ(x, y) = 0 tức là x = y.

1.1.2 Kiến thức cơ bản về tập lồi và hàm lồi

Định nghĩa 1.5. Cho dãy {xn}n≥0 và x0 nằm trong không gian Hilbert thực

H. Khi đó

i) Dãy {xn} gọi là hội tụ mạnh tới x0 và ký hiệu là xn → x0 nếu

lim
n→+∞

‖xn − x0‖ = 0;

ii) Dãy {xn} gọi là hội tụ yếu tới x0 và ký hiệu là xn ⇀ x0 nếu

lim
n→+∞

〈w, xn〉 = 〈w, x0〉, ∀w ∈ H;

iii) Điểm x0 được gọi là điểm tụ mạnh (yếu) của dãy {xn} nếu từ dãy này

có thể lấy ra một dãy hội tụ mạnh (yếu) đến x0.

Mệnh đề 1.1. i) Nếu một dãy {xn} hội tụ mạnh đến x0 thì {xn} cũng hội tụ

yếu đến x0;

ii) Nếu dãy {xn} hội tụ yếu tới x0 và lim
n→+∞

‖xn‖ = ‖x0‖ thì dãy {xn} hội

tụ đến x0;

iii) Mọi dãy hội tụ mạnh (yếu) đều bị chặn và giới hạn tồn tại là duy nhất;
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iv) Nếu không gian Hilbert thực H là hữu hạn chiều thì sự hội tụ mạnh,

yếu là tương đương;

v) Nếu {xn}n≥0 là một dãy bị chặn trong không gian Hilbert H thì ta lấy

ra được một dãy con từ dãy {xn} và dãy con này hội tụ yếu;

vi) Nếu {xn}n≥0 là một dãy bị chặn trong không gian Hilbert hữu hạn chiều

H thì ta lấy ra được một dãy con hội tụ mạnh.

Định nghĩa 1.6. Một đường thẳng đi qua hai điểm (hai véc-tơ) a, b trong

không gian Hilbert thực H là tập hợp tất cả véc-tơ x ∈ H có dạng

{x ∈ H : x = αa+ βb, α, β ∈ R, α + β = 1}.

Định nghĩa 1.7. Đoạn thẳng nối hai điểm a và b trong không gian Hilbert

thực H là tập hợp các véc-tơ x có dạng

{x ∈ H : x = αa+ βb, α ≥ 0, β ≥ 0, α + β = 1}.

Định nghĩa 1.8. Cho tập C trong không gian Hilbert thực H, ta xét toán tử

F : C → C được gọi là toán tử đơn điệu nếu

〈F (x)− F (y), x− y〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ C.

Ví dụ 1.5. Cho toán tử F được xác định trên R như sau

F (x) = x, ∀x ∈ R.

Khi đó F là toán tử đơn điệu vì với mọi x, y thuộc R ta có

〈F (x)− F (y), x− y〉 = (x− y)2 ≥ 0, ∀x, y ∈ R.

Định nghĩa 1.9. Trong không gian Hilbert thực H một tập D ⊆ H được gọi

là một tập lồi nếu D chứa mọi đoạn thẳng đi qua hai điểm bất kỳ của nó. Tức

là D lồi khi và chỉ khi

∀x, y ∈ H, λ ∈ [0, 1]⇒ λx+ (1− λ)y ∈ D.
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Hình 1.1: Đa diện lồi.

Định nghĩa 1.10. Tập M ⊆ Rn gọi là một tập affine (hay đa tạp tuyến tính)

nếu (1 − λ)a + λb ∈ M với mọi a ∈ M, b ∈ M với mọi λ ∈ R, tức là M chứa

trọn cả đường thẳng đi qua hai điểm bất kỳ của nó.

Nhận xét 1.2. Nếu M là một tập affine và a ∈ Rn thì

i) a+M = a+ x : x ∈M cũng là một tập affine.

ii) M là một tập affine chứa gốc khi và chỉ khi M là một không gian con,

nghĩa là nếu a, b ∈M thì mọi điểm λa+ µb cũng thuộc M với λ, µ ∈ R.

Định nghĩa 1.11. Điểm x ∈ H có dạng x = λ1a
1+λ2a

2+ ...+λka
k với ai ∈ Rn

và λ1 + λ2 + ...+ λk = 1 gọi là một tổ hợp affine của các điểm a1, a2, ..., ak.

Nhận xét 1.3. i) M là một tập affine khi và chỉ khi M chứa mọi tổ hợp

affine các phần tử của nó.

ii)Giao của một họ bất kỳ các tập affine cũng là một tập affine.

Cho E là một tập bất kỳ trong Rn, có ít nhất một tập affine chứa E, cụ thể

là Rn.

Định nghĩa 1.12. Giao của tất cả các tập affine chứa E gọi là bao affine

của E và ký hiệu là affE. Đó là tập affine nhỏ nhất chứa E.

Ta thấy x ∈ affE khi và chỉ khi x là một tổ hợp affine của các phần tử thuộc

E.

Định nghĩa 1.13. Một tập D được gọi là nón nếu

∀λ > 0, ∀x ∈ D ⇒ λx ∈ D.
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