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LG1 cam on

Luan van nay dugc hoan thanh tai truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc
Théai Nguyeén, dudi sy huéng dan nghiém tic va nhiét tinh cia GS. TSKH.
Lé Ding Muu (Vién Toan hoc, Vién Han lam Khoa hoc va Cong nghé Viét
Nam). Toi xin bay t6 long biét on sau sdc t6i thay va kinh chic thay cung gia
dinh luoén manh khoe.

Toi xin gti 101 cAm on cac thay co gidng day tai Dai hoc Thai Nguyen,
Vién Toan hoc, Vién Han lam Khoa hoc va Cong nghé Viéet Nam da mang
lai cho toi nhiéu kién thic bd ich va gitp d6 toi trong qua trinh hoc tap va
nghién ciu.

To6i chan thanh cdm on cac ban dong mon da gitp dd toi trong qua trinh
hoc tap va hoan thanh luan van nay tai truong Dai hoc Khoa Hoc - Dai hoc
Thai Nguyén.

Cudi cuing, con cam on B6 Me da vat va tao moi diéu kién cho con hoc
tap va dudce két qua nhu ngdy hom nay.

Thai Nguyén, thang 4 - 2014

Nguoi viét Luan van

Lé Thi Kim Nga

i



MG dau

Bai toan can bang c6 nhiéu tng dung trong khoa hoc, ki thuat va doi song
nhu: vat 1y (dic biet 1a co hoc), héa hoc, sinh hoc, nong nghiép, quan sy, kinh
té, vién thong... Bai toan can bang la bai toan téng quat, né bao gdm nhicu
truong hop rieng nhu: bai toan t6i wu, bai toan can bang Nash, bai toan diém
yén ngua, bai toan bat dang thitc bién phan... Do c6 ting dung rong rai trong
thic té nén nghién cttu vé bai toan can bang va dua ra cac thuat toan giai la
can thiét.

Luan vin nay nham gidi thiéu vé bai todn can bang, mot sd bai toan quy
dugc vé bai toan can bang va phuong phap chiéu dé giai bai toan can bing.
Luan van nay gom muc luc, phan két luan va tai lieu tham khao.

Chuong 1: Nhéc lai cac khai niém, két qui co ban nhat vé khong gian
Hilbert, tap 16i, ham 10i, sé dudc st dung & chuong sau. Tiép theo 1a gidi
thieu vé bai todn can bang va cac truong hop riéng ciia no.

Chuong 2: Ta tim hiéu hai phuong phap chiéu dé gidi bai toan can bing
don dieu. Trong phan nay, trude hét trinh bay vé song ham gia don diéu tiép
theo 14 phuong phap chiéu khoadng cach. Trong phuong phap chiéu khodng
cach ta tim hicu vé hai phuong phap chiéu: phuong phap chiéu co ban, phuong
phéap chiéu tong quat va thuat toan tuong tng.

Trong qué trinh viét luan van cling nhu xt Iy véin ban chic chan khong
tranh khéi nhitng sai s6t. Tac gid mong nhan dude sy déng gép clia quy thay

¢6 va ban doc dé luan vian duge hoan thién hon.



Chuong 1

Bai toan can bang don diéu

Trong chuong nay ta trinh bay cac khai niem co ban vé khong gian Hilbert.
Ta nhic lai mot s6 kién thiic co ban ciia giai tich 16i. Tiép theo, ta phat bicu
bai toan can bang va cic truong hop riéng clia bai toan can biang. Kién thrc
duge trinh bay trong chuong nay duge tham khéo chi yéu tur tai lieu [1], [2],
3].

1.1 Kién thic co ban

1.1.1 Khong gian Hilbert

Dinh nghia 1.1. Cho H la mot khong gian tuyén tinh trén truong so thuc
R. Mot tich vo hudng trong H la mot anh xa dugc ky hiéu

(,.):HxH—R,

va 6 tinh chat sau
1) {r,z) >0 néuz #0; (x,2) =0 < x=0, Vo € H;
2) (z,y) = (y,2), Yo,y € H;
3) {x+y,2) = {(x,2) + (y,2), Vo,y,2 € H;
4) {az,y) = oz, y),Vo,y € H, Va € R;
5) (z,x) = ||z|]*> = (z,2)7, Yz € H.
Tich vo huong lién hé vdi do dai (chuafn) cia cac véc-to bdi hé thic (5).
Khi dé, khong gian tuyén tinh H{(.,.) dugc goi la khong gian tien Hilbert.
Dinh nghia 1.2. Khong gian day di la khong gian ma moi day Cauchy déu

hoi tu.



Dinh nghia 1.3. Khong gian tién Hilbert day di duoc goi la khong gian
Hilbert.

Vi du 1.1. Khong gian L?(E, i) 1a khong gian Hilbert v6i tich vo huéng
(z,y) = / z(t)y(t)dp.
E
Tich phan nay ton tai va hitu han vi

/E|:cy|s (/ExZ‘)i.(/Eyz)%@o.

Vi du 1.2. Khong gian Cﬁfb] gom tat ca cdc ham lién tuc trén doan [a, b] v6i

phép toan tuyén tinh thong thuong va véi tich vo huéng

b
() = [ st
14 khong gian tién Hilbert khong du.
Vi du 1.3. Khong gian 12 v6i chuan

lall = (3" 16al2)? < 400, = (€1, €2 o)
n=1

la mot khong gian Hilbert.

Nhan xét 1.1. Khong gian tién Hilbert c6 tinh chat sau
i) Tinh chat hinh binh hanh

lz + ylI* + lz = yllI* = 2(ll«l® + [ly]1*);
ii) Bat dang thiic Schwars

Iz, )l < N[l l[yll;

iii) Tich vo hudng (z,y) 1a mot ham s6 lien tuc d6i véi bién z va y.



Anh xa co va nguyén ly diém bat dong

Dinh nghia 1.4. Cho C la tdp khdc rong trong khong gian tién Hilbert thuc
H. Mot ham f : C — H goi la dnh za co trén, néu ton tai @ < 1 sao cho néu

f(z) la phan tii ing vdi x trong dnh za f thi vdi moi x1, 29 € C ta cé

p(f(z1), f(z2)) < Op(x1, 72),

trong d6 p(z,y) = ||z — y|| dugc goi 1a "khoang cach gitta x va y". Mot phép
dnh xa f c6 thé c6 nhing diém ma anh ctia né tring véi chinh né: f(z) = z

dugce goi 1a diém bat dong ciia anh xa.

Vi du 1.4. Cho ham f: R — R v6i moi z € R ta ¢6 f(z) = 3z 1a anh xa co,

40 1
leé’—i.

Dinh ly 1.1. (Dinh lyj Banach) Moi anh za co P tw khong gian Hilbert thuc

H vao bin than né déu ¢é mot diém bat dong duy nhat.
Chitng minh. Lay mot diém z¢ € H va nhing diém
r1 = Pxg,x0 = Pxq,...,xp = Pxyp_1, ...
Theo dinh nghia anh xa co
p(Tn; Tni1) = p(Prp—1, Prn) < 0p(vn-1,25),

p(fEn—l? mn) < 9P(l’n—2, xn—l)a

tr d6 suy ra v6i moi n ta co
Io(xnvanrl) < 9np(l'07$1).

Vay khi m > n, ta c6



P(Tn, Tm) < p(Tn, Tng1) + p(Tns1, Tny2) + oo+ p(Tm—1, Tm)

< (0" + 0" 4 L+ 0™ D p(zo, 71)

o0 en
<> (0F)plxo,21) = TP (%0, 21)-
k=n

Vif < 1nén p(zp, zm) — 0 khin,m — oo, tic la {z,} 1a mot day Cauchy trong
H va vi H 1a khong gian Hilbert nén {z,,} phai dan t6i mot giéi han x nao do.
Ta ¢6 x,, = Pxy—1 ma x,, — z, Prp_1 — Px Vi p(Pxyp_1, Pr) < 0p(zp_1,2) — 0.
Vay Pz = x, nghia la z 13 diém bat dong. D6 1a diém bat dong duy nhat vi

néu y ciing 14 mot diem béat dong thi

p(z,y) = p(Px, Py) < Op(z,y).

Véi § < 1 diéu nay chi xdy ra néu p(x,y) = 0 tic la z = y.

1.1.2 Kién thic co ban vé tap 16i va ham 16i

Dinh nghia 1.5. Cho day {x,}n>0 va xo nam trong khong gian Hilbert thuc
H. Khi do

i) Diy {x,} goi la hoi tu manh t6i xo va ky hiéu la x, — o néu

lim ||z, — zo|| = 0;
n—-+o0o

i) Day {x,} goi la hoi tu yéu tdi xo va ky hiéu la x, — xo néu

lim (w,x,) = (w,xg), Vw € H;
n——+oo

iii) Diém xo dudc goi la diém tu manh (yéu) cia day {x,} néu tu day nay

c6 thé lay ra mot day hoi tu manh (yéu) dén .

Ménh dé 1.1. i) Néu mot day {zn} hot tu manh dén xo thi {zn} cing hoi tu
yéu dén xo;

i) Néu day {x,} hoi tu yéu tdi xo va im |zn|l = |lzoll tht day {xn} hoi
tu dén xo;

i) Moi day hoi tu manh (yéu) déu bj chan va gidi han ton tai la duy nhat;



i) Néu khong gian Hilbert thuc H la hitu han chiéu thi su hoi tu manh,
yéu la tuong duong;

v) Néu {x,}n>0 la mot day bi chan trong khong gian Hilbert H th ta ldy
ra dugc mot day con ti day {x,} va day con nay hoi tu yéu;

vi) Néu {zn}n>0 la mot day bi chan trong khong gian Hilbert hitu han chiéu

H thi ta lay ra dude mot day con hoi tu manh.

Dinh nghia 1.6. Mot duong thang di qua hai diém (hai véc-td) a,b trong
khong gian Hilbert thuc H la tap hop tat cd vée-to x € H ¢6 dang

{reH:z=aa+pb,a,f R, a+p =1}

Pinh nghia 1.7. Doan thdang noi hai diém a va b trong khong gian Hilbert

thuc H la tap hop cac véc-to x co dang
{reH:z=aa+pb,a>0,5>0,a+ =1}

Dinh nghia 1.8. Cho tap C trong khong gian Hilbert thuc H, ta zét toan tu

F:C — C dugc goi la todn ti don diéu néu
(F(z) = F(y),x —y) >0, Vz,y € C.
Vi du 1.5. Cho toan tit F' duge xac dinh trén R nhu sau
F(z) =z, Vx € R.
Khi d6 F la toan tit don diéu vi v6i moi z,y thudc R ta co
(F(z) = F(y)o —y) = (2 —y)* 20, Vz,y € R.

Dinh nghia 1.9. Trong khong gian Hilbert thuc H mot tap D C H dugc goi
la mot tap loi néu D chia moi doan thing di qua hai diém bat ky cia né. Tic

la D 10i khi va chi khi

Ve,ye HHA e [0,1] = Xz + (1 - Ny € D.



D

Dinh nghia 1.10. Tap M C R" goi la mot tap affine (hay da tap tuyén tinh)

Hinh 1.1: Da dién 16i.

néu (1 — Na+ Mo € M vdi moi a € M,b € M vdi moi A\ € R, tic la M chita

tron cd duong thang di qua hai diém bat ky cia né.

Nhan xét 1.2. Néu M la mot tap affine va a € R™ thi
i)a+M=a+x:z€ M cing la mot tap affine.
ii) M la mot tap affine chiia gbc khi va chi khi M 1a mot khong gian con,
nghia 1 néu a,b € M thi moi diém Aa + b ciing thudoc M véi A, p € R.

Pinh nghia 1.11. Diém x € H ¢6 dang x = Ma' + X oa® + ...+ \pa¥ vdi at € R”

VA M+ Ao 4 ... + A\, = 1 goi la mot to hop affine ctia cdc diém o', o2, ..., a¥.

Nhan xét 1.3. i) M la mot tap affine khi va chi khi M chita moi t6 hgp
affine cac phan ti ctia no.

i1)Giao ctia mot ho bat ky cac tap affine ciing 1a mot tap affine.
Cho E la mot tap bat ky trong R™, c6 it nhat mot tap affine chita F, cu thé
la R™.

Dinh nghia 1.12. Giao cia tat cd cdc tdp affine chiia E goi la bao affine
cta E va ky hiéu la af fE. D6 la tap affine nhé nhat chita E.

Ta thay z € af fF khi va chi khi z 14 mot t6 hop affine ctia cac phan tit thuoc
E.

Dinh nghia 1.13. Mot tap D dugc goi la non néu

VA>0,Vee D= A xeD.



