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Lêi c¶m ¬n
LuËn v¨n ®­îc hoµn thµnh d­íi sù h­íng dÉn cña GS.TSKH NguyÔn

Tù C­êng. T«i xin bµy tá lßng kÝnh träng vµ biÕt ¬n s©u s¾c nhÊt cña m×nh

®Õn thÇy.

T«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n tíi PGS.TS Lª ThÞ Thanh Nhµn, PGS.TS

NguyÔn Quèc Th¾ng cïng toµn thÓ c¸c thÇy c« gi¸o ë Khoa To¸n vµ Phßng

§µo t¹o sau §¹i häc tr­êng §¹i häc S­ ph¹m - §¹i häc Th¸i Nguyªn ®·

tËn t×nh gi¶ng d¹y vµ gióp ®ì t«i trong suèt thêi gian häc tËp t¹i tr­êng.

T«i xin ch©n thµnh c¶m ¬n sù gióp ®ì nhiÖt thµnh vµ chu ®¸o cña NCS

TrÇn Nguyªn An, b¹n Hoµng Lª Tr­êng phßng ®¹i sè trong qu¸ tr×nh thùc

hiÖn luËn v¨n nµy.
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Lêi nãi ®Çu
Cho R lµ vµnh ®Þa ph­¬ng Noether víi i®ªan tèi ®¹i m vµ M lµ R−

m«®un h÷u h¹n sinh víi dimM = d. Cho x = x1, . . . , xd lµ hÖ tham sè
cña M vµ q = (x1, . . . , xd) lµ i®ªan tham sè cña M sinh bëi x. Víi mçi
sè nguyªn d­¬ng n, ký hiÖu

Λd,n = {(α1, . . . , αd) ∈ Zd | αi ≥ 1,∀1 ≤ i ≤ d,
d∑
i=1

αi = d+ n− 1}

vµ q(α) = (xα1
1 , . . . , x

αd

d ) víi ∀α = (α1, . . . , αd) ∈ Λd,n.
Ta nãi r»ng hÖ tham sè x cã tÝnh chÊt ph©n tÝch tham sè nÕu ®¼ng thøc

qnM =
⋂

α∈Λd,n

q(α)M ®óng víi ∀n ≥ 1. VËy khi nµo mét hÖ tham sè

cho tr­íc cña M cã tÝnh chÊt ph©n tÝch tham sè. VÊn ®Ò nµy Heinzer,
Ratliff vµ Shah ®· chøng minh r»ng mét d·y c¸c phÇn tö R− chÝnh quy
lu«n cã tÝnh chÊt ph©n tÝch tham sè. Sau ®ã, Goto vµ Shimoda ®· chØ ra
r»ng ®iÒu ng­îc l¹i còng ®óng khi mçi phÇn tö cña d·y kh«ng lµ ­íc cña
kh«ng trong R. H¬n n÷a, hä cßn ®­a ra mét ®Æc tr­ng kh¸c cña R víi
dimR ≥ 2, trong ®ã mäi hÖ tham sè cña R cã tÝnh chÊt ph©n tÝch tham
sè. Ta nãi m«®un M lµ m«®un Cohen-Macaulay d·y khi vµ chØ khi tån
t¹i mét hÖ tham sè x nµo ®ã sao cho x cã tÝnh chÊt ph©n tÝch tham sè.
B©y giê, ta h¹n chÕ sù quan t©m cña c©u hái trªn cho hÖ tham sè tèt cña
M . Khi ®ã mét m«®un Cohen-Macaulay d·y cã thÓ ®­îc ®Æc tr­ng bëi
tÝnh chÊt ph©n tÝch tham sè cña mét hÖ tham sè tèt nh­ thÕ nµo. Néi dung
®ã ®­îc tr×nh bµi trong bµi b¸o Parametric decomposition of powers of
parameter ideals and sequentially Cohen-Macaulay modules cña t¸c gi¶
NguyÔn Tù C­êng vµ Hoµng Lª Tr­êng. Bµi b¸o sÏ ra ë t¹p chÝ " Proc.
Amer. Math. Soc."

Môc ®Ých cña luËn v¨n nµy lµ tr×nh bµy l¹i mét c¸ch hÖ thèng vµ chi
tiÕt kÕt qu¶ cña bµi b¸o trªn. LuËn v¨n ®­îc chia lµm 2 ch­¬ng.

Ch­¬ng 1 "KiÕn thøc chuÈn bÞ" lµ ch­¬ng giíi thiÖu mét sè kiÕn thøc
c¬ b¶n vÒ ®¹i sè giao ho¸n nh­ hÖ tham sè, d·y chÝnh quy, m«®un Cohen-
Macaulay, m«®un Cohen-Macaulay d·y.
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Ch­¬ng 2 "Ph©n tÝch tham sè vµ m«®un Cohen-Macaulay d·y" tr×nh
bµy mét sè bæ ®Ò tõ ®ã ®i ®Õn ®Þnh lý chÝnh cña ch­¬ng nãi vÒ ®Æc tr­ng
cña m«®un Cohen-Macaulay d·y qua ph©n tÝch tham sè vµ hÖ qu¶ cña nã.
§Þnh lý ph¸t biÓu r»ng
§Þnh lý 2.1.6. Cho (R,m) lµ vµnh ®Þa ph­¬ng Noether.M lµ R− m«®un
h÷a h¹n sinh. Khi ®ã c¸c mÖnh ®Ò sau lµ t­¬ng ®­¬ng:
(i) M lµ m«®un Cohen-Macaulay d·y.
(ii) Mäi hÖ tham sè tèt cña M cã tÝnh chÊt ph©n tÝch tham sè.
(iii) Tån t¹i hÖ tham sè tèt cña M cã tÝnh chÊt ph©n tÝch tham sè.

Ngoµi ra ch­¬ng nµy cßn tr×nh bµy mèi quan hÖ gi÷a m«®un Cohen-
Macaulay d·y M vµ biÓu thøc cña hµm Hilbert-Samuel th«ng qua ®Þnh
lý
§Þnh lý 2.2.3. Cho D : D0 ⊂ D1 ⊂ . . . ⊂ Dt = M lµ läc chiÒu cña M
vµ ®Æt Di = Di/Di−1 víi mäi i = 1, . . . , t,D0 = D0. Khi ®ã c¸c mÖnh ®Ò
sau lµ t­¬ng ®­¬ng:
(i) M lµ m«®un Cohen-Macaulay d·y.
(ii) Víi bÊt kú i®ªan tham sè tèt q cña M , ®¼ng thøc

l(M/qn+1M) =
t∑
i=0

(
n+ di
di

)
l(Di/qDi)

®óng víi mäi n ≥ 0.
(iii) Tån t¹i i®ªan tham sè tèt q cña M sao cho ®¼ng thøc

l(M/qn+1M) =
t∑
i=0

(
n+ di
di

)
l(Di/qDi)

®óng víi mäi n ≥ 0.

PhÇn cuèi cïng cña ch­¬ng sÏ x©y dùng vÝ dô nh»m lµm s¸ng tá c¸c

kÕt qu¶ chÝnh ®· nªu ë trªn.



Ch­¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ

Môc ®Ých cña ch­¬ng nµy lµ nh¾c l¹i mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ ®¹i sè

giao ho¸n ®­îc sö dông trong luËn v¨n bao gåm ®Þnh nghÜa, c¸c mÖnh ®Ò

vµ bæ ®Ò vÒ hÖ tham sè, d·y chÝnh quy, m«®un Cohen-Macaulay, m«®un

Cohen-Macaulay d·y.

1.1 HÖ tham sè

Trong phÇn nµy ta sÏ ®­a ra kh¸i niÖm vµ mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n vÒ hÖ

tham sè, ®©y lµ mét kh¸i niÖm quan träng xuyªn suèt qu¸ tr×nh thùc hiÖn

luËn v¨n nµy.

1.1.1 §Þnh nghÜa. Cho (R,m) lµ vµnh ®Þa ph­¬ng Noether, M lµ R−
m«®un h÷u h¹n sinh víi dimM = d. TËp c¸c phÇn tö x = (x1, x2, . . . , xd),

xi ∈ m ,∀i = 1, . . . , d tho¶ m·n lR(M/xM) < ∞ ®­îc gäi lµ mét hÖ

tham sè cña M .

Gi¶ sö (R,m) lµ vµnh ®Þa ph­¬ng Noether, M lµ R− m«®un h÷u h¹n

sinh víi dimM = d. MÖnh ®Ò sau ®©y nªu lªn mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n

cña hÖ tham sè.

5
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1.1.2 MÖnh ®Ò. [1, MÖnh ®Ò A.4] Cho x1, x2, . . . , xt ∈ m khi ®ã

dim(M/(x1, . . . , xt)M) ≥ dimM − t.

§¼ng thøc s¶y ra khi vµ chØ khi x1, x2, . . . , xt lµ mét phÇn cña hÖ tham sè

cña M .

1.1.3 MÖnh ®Ò. [8, Chó ý 15.20] NÕu x1, . . . , xd lµ hÖ tham sè cñaM th×

víi mäi sè nguyªn d­¬ng α1, . . . , αd ta cã xα1
1 , . . . , x

αd

d còng lµ hÖ tham sè

cña M .

NhËn xÐt.

(1) Cho x ∈ m khi ®ã x lµ mét phÇn tö cña hÖ tham sè cña M khi vµ chØ

khi x 6∈ p víi mäi p ∈ AssR sao cho dimR/p = d.

(2) Cho x1, . . . , xd ∈ m x¸c ®Þnh bëi

xi+1 6∈ p,∀p ∈ AssR(M/(x1, . . . , xi)M), dimR/p = d− i

víi i = 0, . . . , d− 1. Khi ®ã {x1, . . . , xd} lµ hÖ tham sè cña M .

TiÕp theo ta sÏ ®­a ra ®Þnh nghÜa vÒ hµm Hilbert-Samuel vµ ®Þnh lý ®a

thøc Hilbert, ®©y lµ mét ®Þnh lý næi tiÕng vµ cã øng dông nhiÒu trong ®¹i

sè giao ho¸n. Trong luËn v¨n nµy ta chØ nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa vµ ®Þnh lý

dïng cho ch­¬ng sau mµ kh«ng chøng minh.

1.1.4 §Þnh nghÜa. Cho M lµ m«®un h÷u h¹n sinh trªn vµnh ®Þa ph­¬ng

Noether (R,m) víi dimM = d, q lµ i®ªan ®Þnh nghÜa cña M ( tøc lµ

l(M/qM) < ∞). Khi ®ã ta ®Þnh nghÜa mét hµm sè gäi lµ hµm Hilber-

Samuel

Fq,M(n) = l(M/qn+1M).
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1.1.5 MÖnh ®Ò. [7, §Þnh lý 13.2] Cho R =
⊕

t≥0Rt lµ vµnh ph©n bËc

Noether. R0 lµ vµnh Artin vµ M lµ R- m«®un ph©n bËc h÷a h¹n sinh. Gi¶

sö r»ng R = R0[x1, . . . , xr] vµ xi bËc di khi ®ãFq,M(n) lµ mét hµm h÷u

tû cña n h¬n n÷a tån t¹i ®a thøc Pq,M(n) víi hÖ sè h÷u tû bËc d sao cho

víi n ®ñ lín th×

Fq,M(n) = Pq,M(n).

vµ tån t¹i nh÷ng sè nguyªn e0(q,M)(> 0), e1(q,M), . . . , ed(q,M) sao

cho

Pq,M(n) = e0(q,M)

(
n+ d

d

)
+e1(q,M)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+· · ·+ed(q,M).

Sè e0(q,M) ®­îc gäi lµ sè béi Zaziski-Samuel. Khi q sinh bëi mét hÖ tham

sè x = {x1, x2, . . . , xd} ta ký hiÖu e0(q,M) = e(x,M).

1.2 D·y chÝnh quy vµ m«®un Cohen-Macaulay

Trong phÇn nµy ta sÏ tr×nh bµy mét sè kh¸i niÖm vÒ d·y chÝnh quy, ®ã lµ

kh¸i niÖm c¬ b¶n ®Ó ®Þnh nghÜa ®é s©u cña mét m«®un tõ ®ã ®­a ®Õn ®Þnh

nghÜa cña vµnh vµ m«®un Cohen-Macaulay.

1.2.1 §Þnh nghÜa. ChoR lµ vµnh giao ho¸n vµM lµR−m«®un. Mét phÇn

tö x ∈ R ®­îc gäi lµ M− chÝnh quy nÕu 0 :M x = 0, tøc lµ xa 6= 0 víi

∀a ∈M,a 6= 0. Mét d·y c¸c phÇn tö x1, . . . , xn cñaR ®­îc gäi lµM−d·y
chÝnh quy nÕu (x1, . . . , xn)M 6= M vµ xi lµ M/(x1, . . . , xi−1)M− chÝnh

quy víi mäi i = 1, . . . , n.

C¸c mÖnh ®Ò sau ®©y nªu lªn c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña d·y chÝnh quy.

1.2.2 MÖnh ®Ò. [8, Bæ ®Ò 16.4] Cho M lµ R− m«®un khi ®ã c¸c mÖnh

®Ò sau t­¬ng ®­¬ng:
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(i) D·y x1, . . . , xn lµ d·y M− chÝnh quy.

(ii) D·y x1, . . . , xi lµ d·y M− chÝnh quy vµ xi+1, . . . , xn lµ d·y

M/(x1, . . . , xi)M− chÝnh quy víi mäi 1 ≤ i ≤ n− 1.

1.2.3 MÖnh ®Ò. [7, §Þnh lý 16.1] NÕu x1, . . . , xn lµ d·y M− chÝnh quy

th× víi mäi sè nguyªn d­¬ng α1, . . . , αn ta cã {xα1
1 , . . . , x

αn
n } còng lµ d·y

M− chÝnh quy.

1.2.4 MÖnh ®Ò. [8, §Þnh lý 16.9] NÕu x1, . . . , xn lµ d·y M− chÝnh quy

th× víi mäi ho¸n vÞ cña c¸c phÇn tö x1, . . . , xn ta vÉn ®­îc mét d·y M−
chÝnh quy.

1.2.5 MÖnh ®Ò. [1, MÖnh ®Ò 1.2.12] NÕu M lµ R− m«®un h÷u h¹n sinh

trªn vµnh ®Þa ph­¬ng Noether vµ x1, . . . , xt lµ d·y M− chÝnh quy th×

x1, . . . , xt lµ mét phÇn cña hÖ tham sè cña M .

Víi ®Þnh nghÜa vÒ d·y chÝnh quy nªu trªn cho phÐp ®i ®Õn kh¸i niÖm ®é

s©u cña mét m«®un, ®Ó tõ ®ã ®i ®Õn kh¸i niÖm m«®un Cohen-Macaulay.

1.2.6 §Þnh nghÜa. Cho I lµ i®ªan cña vµnh R, M lµ R− m«®un h÷u h¹n

sinh sao choM 6= IM . Khi ®ã ®é dµi cùc ®¹i cña d·yM− chÝnh quy cña

I gäi lµ ®é s©u cña i®ªan I ®èi víi R− m«®unM , kÝ hiÖu depthR(I,M).

NÕu (R,m) lµ vµnh ®Þa ph­¬ng Noether, ta cã thÓ kÝ hiÖu ®é s©u cña R−
m«®un M lµ depthRM hoÆc cã thÓ ®¬n gi¶n h¬n lµ depthM .

1.2.7 MÖnh ®Ò. [1, MÖnh ®Ò 1.2.13] Cho (R,m) lµ vµnh ®Þa ph­¬ng

Noether, M lµ R− m«®un h÷u h¹n sinh. Ta cã kh¼ng ®Þnh sau.

depthM ≤ dimR/p ≤ dimM, ∀p ∈ AssM .

Vµ tiÕp theo ta nh¾c l¹i kh¸i niÖm m«®un Cohen- Macaulay.
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1.2.8 §Þnh nghÜa. M«®un M ®­îc gäi lµ m«®un Cohen-Macaulay nÕu

M = 0 hoÆc M 6= 0 vµ depthM = dimM. Vµnh R gäi lµ vµnh Cohen-

Macaulay nÕu nã lµ R− m«®un Cohen-Macaulay.

MÖnh ®Ò sau nªu lªn c¸c ®Æc tr­ng c¬ b¶n cña m«®un Cohen-Macaulay.

1.2.9 MÖnh ®Ò. [7, §Þnh lý 17.3] (1) NÕu M lµ m«®un Cohen-Macaulay

th× víi ∀p ∈ AssM ta cã dimR/p = dimM .

(2) NÕu x1, . . . , xd ∈ m lµ d·y M− chÝnh quy th× M lµ m«®un Cohen-

Macaulay khi vµ chØ khi M/(x1, . . . , xd)M lµ m«®un Cohen-Macaulay.

1.2.10 MÖnh ®Ò. [7, Chó ý 136] NÕu M lµ m«®un Cohen-Macaulay th×

mäi hÖ tham sè cña M lµ d·y M− chÝnh quy.

1.2.11 Bæ ®Ò. [3, Bæ ®Ò 2.2] Cho N lµ m«®un con cña M tho¶ m·n

dimN < dimM vµ M/N lµ m«®un Cohen-Macaulay. Cho x1, . . . , xi lµ

mét phÇn cña hÖ tham sè cñaM khi ®ã (x1, . . . , xi)M∩N = (x1, . . . , xi)N .

Chøng minh. Ta chøng minh b»ng quy n¹p theo i.

Víi i = 1 ta ph¶i chøng minh x1M ∩ N = x1N . Ta lu«n cã x1N ⊆
x1M ∩N ta chøng minh x1M ∩N ⊆ x1N . ThËt vËy, lÊy y ∈ x1M ∩N
khi ®ã y ∈ x1M vµ y = x1m víi m ∈ M suy ra y = x1m ∈ N hay

x1m + N = 0 + N trong M/N tøc x1(m + N) = 0 suy ra m + N = 0

hay m ∈ N . Do ®ã y = x1m ∈ x1N

Gi¶ sö i > 1. Ta lu«n cã (x1, . . . , xi)N ⊆ (x1, . . . , xi)M ∩ N (1).

LÊy a ∈ (x1, . . . , xi)M ∩N khi ®ã a = x1a1 + · · ·+xiai trong ®ã aj ∈M
víi mäi j = 1, . . . , i v× a ∈ N nªn ai ∈ (N + (x1, . . . , xi−1)M) : xi. MÆt

kh¸c, v× d·y x1, . . . , xi lµ M/N− chÝnh quy vµ

(N + (x1, . . . , xi−1)M) :M xi = N + (x1, . . . , xi−1)M


