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LÍI NÂI ��USè hå
 l  bë mæn to¡n xu§t hi»n sîm nh§t 
õa to¡n hå
. Vîi �èit÷ñng nghi¶n 
ùu 
h¿ l  
¡
 sè nguy¶n, nh÷ng l¤i 
â r§t nhi·u 
¡
 gi£thuy¸t, b i to¡n v¨n 
h÷a 
â líi gi£i. Trong h nh tr¼nh t¼m ki¸m líi gi£i
ho nhúng b i to¡n �â, nhi·u lþ thuy¸t mîi 
õa to¡n hå
 �¢ n£y sinh,thó
 �©y to¡n hå
 khæng ngøng ph¡t triºn. Ng y nay, sè hå
 
â nhi·uùng döng quan trång trong 
uë
 sèng, �°
 bi»t trong tin hå
 v· vi»
 m¢hâa v  b£o mªt thæng tin. Còng vîi nhúng ki¸n thù
 ð bª
 phê thæng,th¼ lþ thuy¸t v· 
¡
 d¤ng Modular gâp th¶m mët 
æng 
ö húu hi»u �ºnghi¶n 
ùu sè hå
. D¤ng Modular l  mët h÷îng nghi¶n 
ùu quan trång
õa sè hå
, h¼nh hå
 �¤i sè v  nhi·u ng nh kh¡
 
õa to¡n hå
. Mët sèùng döng 
õa lþ thuy¸t d¤ng Modular 
â thº ùng döng �º nghi¶n 
ùu
¡
 h m sè hå
. B£n luªn v«n n y tr¼nh b�y nhúng k¸t qu£ 
ì b£n v·lþ thuy¸t 
¡
 d¤ng Modular v  mët sè ùng döng trong sè hå
.Ngo i ph�n mð ��u, ph�n k¸t luªn, luªn v«n gçm 2 
h÷ìng:Ch÷ìng 1. Lþ thuy¸t 
¡
 d¤ng Modular . Ch÷ìng n y tr¼nh b�ynhúng �ành ngh¾a, kh¡i ni»m v  k¸t qu£ 
ì b£n v· lþ thuy¸t 
¡
 d¤ngModular nh÷: Nhâm Modular, h m Modular, khæng gian 
¡
 d¤ngModular. Mët sè ki¸n thù
 bê trñ nh÷: L÷îi sinh bði 
°p sè phù

(ω1, ω2), 
huéi Eisenstein v  
¡
 b§t bi¸n g1, g2. C¡
 �ành lþ 1.5.2 v 1.5.3 
òng 
¡
 h» qu£ 
õa nâ.Ch÷ìng 2. Mët sè ùng döng trong sè hå
. Ch÷ìng n y tr¼nh b ymët sè ùng döng 
õa lþ thuy¸t 
¡
 d¤ng Modular trong sè hå
. Nh÷mæ t£ 
hi ti¸t khai triºn 
¡
 h m E, Düa v o 
æng thù
 v· sè 
hi·u �º�÷a �¸n mët sè h» thù
 giúa 
¡
 h m E. Vîi khai triºn Fourier 
õa
Gk, 
òng vîi nhúng ki¸n thù
 trong 
h÷ìng 1, thi¸t lªp �÷ñ
 mët sæ h»thù
 li¶n h» 
õa 
¡
 h m sè hå
 ζ(2k), δk(n), τ(n). Tø �â ta 
â nhúngph÷ìng ph¡p s¡ng t¡
 mët lîp b i tªp sè hå
.



Mð ��u 3T¡
 gi£ xin b y tä láng k½nh trång v  bi¸t ìn 
h¥n th nh �¸n ng÷íith�y, ng÷íi h÷îng d¨n khoa hå
 GS. TSKH H  Huy Kho¡i v· sü gióp�ï 
hu �¡o, 
h¿ b£o tªn t¥m 
õa th�y trong suèt qu¡ tr¼nh ho n th nhb£n luªn v«n.Trong suèt qu¡ tr¼nh hå
 tªp, nghi¶n 
ùu v  ho n th nh b£n luªn v«n,t¡
 gi£ �¢ nhªn �÷ñ
 sü quan t¥m gióp �ï 
õa 
¡
 th�y, 
æ gi¡o, 
¡n bënh¥n vi¶n 
õa Pháng � o t¤o sau �¤i hå
 v  quan h» què
 t¸, tr÷íng�¤i hå
 khoa hå
- �¤i hå
 Th¡i Nguy¶n.T¡
 gi£ xin 
h¥n th nh 
£m ìn BGH tr÷íng THPT Tæ Hi»u - Th÷íngT½n, tê to¡n tr÷íng THPT Tæ Hi»u - Th÷íng T½n, 
¡
 b¤n hå
 vi¶n lîp
ao hå
 To¡n K6a tr÷íng �¤i hå
 khoa hå
- �¤i hå
 Th¡i Nguy¶n, 
òng
¡
 b¤n b± �çng nghi»p �¢ t¤o nhúng �i·u ki»n thuªn lñi 
£ v· vªt 
h§tl¨n tinh th�n gióp tæi ho n th nh khâa hå
 v  b£n luªn v«n n y.T¡
 gi£ xin b y tä láng bi¸t ìn tîi 
ha mµ, nhúng ng÷íi th¥n trong gia�¼nh �¢ tin t÷ðng, gióp �ï, �ëng vi¶n t¡
 gi£ trong suèt qu¡ tr¼nh hå
tªp.M°
 dò �¢ 
è g­ng r§t nhi·u nh÷ng b£n luªn v«n v¨n khâ tr¡nh khäinhúng khi¸m khuy¸t. T¡
 gi£ mong muèn nhªn �÷ñ
 nhúng nhªn x²t,gâp þ 
õa 
¡
 th�y, 
æ gi¡o v  
¡
 b¤n b± �çng nghi»p �º nëi dung b£nluªn v«n n y �÷ñ
 ho n thi»n hìn.T¡
 gi£ xin 
h¥n th nh 
£m ìn.Th¡i Nguy¶n, ng y 11 th¡ng 5 n«m 2014T¡
 gi£
Ph¤m Vi»t Háa



Ch÷ìng 1Lþ thuy¸t 
¡
 d¤ng modular
1.1 L÷îi sinh bði 
°p sè phù
 (ω1, ω2)�ành ngh¾a 1.1.1. Gi£ sû ω1, ω2 l  
¡
 sè phù
 sao 
ho ω1/ω2 khængph£i l  sè thü
. Tªp gçm t§t 
£ 
¡
 tê hñp tuy¸n t½nh
nω1 +mω2, trong �â m, n l  
¡
 sè nguy¶n, �÷ñ
 gåi l  l÷îi sinh bði ω1v  ω2. K½ hi»u l  Ω (ω1, ω2).�ành ngh¾a 1.1.2. Hai 
°p sè phù
 (ω1, ω2) v  (ω′

1, ω
′

2

), trong �â ω1/ω2v  ω′

1/ω
′

2 khæng ph£i l  sè thü
, �÷ñ
 gåi l  t÷ìng �÷ìng nhau n¸u 
hóngsinh ra 
òng mët l÷îi tù
 l  Ω (ω1, ω2) = Ω
(

ω
′

1, ω
′

2

).M»nh �· 1.1.3. Hai 
°p (ω1, ω2) v  (ω
′

1, ω
′

2) t÷ìng �÷ìng nhau khi v 
h¿ khi tçn t¤i ma trªn 2× 2 , (a b
c d

) vîi 
¡
 ph�n tû nguy¶n thäa m¢n
ad− bc = ±1,sao 
ho

(

ω
′

2

ω
′

1

)

=

(

a b
c d

)(

ω2
ω1

)

,tù
 l 
{

ω
′

2 = aω2 + bω1

ω
′

1 = cω2 + dω1
.Chùng minh. Gi£ sû hai 
°p (ω1, ω2) v  (ω

′

1, ω
′

2) t÷ìng �÷ìng. Khi �â
Ω (ω1, ω2) = Ω

(

ω
′

1, ω
′

2

)

.Theo �ành ngh¾a, tçn t¤i 
¡
 sè nguy¶n a, b, c, d, a′, b′, c′, d′ thäa m¢n
{

ω
′

2 = aω2 + bω1

ω
′

1 = cω2 + dω1



1.1 L÷îi sinh bði 
°p sè phù
 (ω1, ω2) 5hay l 
(

ω
′

2

ω
′

1

)

=

(

a b
c d

)(

ω2
ω1

)

.T÷ìng tü ta 
�ng 
â
(

ω2
ω1

)

=

(

a
′

b
′

c
′

d
′

)(

ω
′

2

ω
′

1

)

.Tø �â ta 
â
(

ω
′

2

ω
′

1

)

=

(

a b
c d

)(

ω2
ω1

)

=

(

a b
c d

)(

a
′

b
′

c
′

d
′

)(

ω
′

2

ω
′

1

)

. (1.1)Ta �°t A =

(

a b
c d

)

, A
′

=

(

a
′

b
′

c
′

d
′

)

, X = A.A
′

=

(

x y
z t

)

, khi �â (1) 
âd¤ng
(

ω
′

2

ω
′

1

)

= X

(

ω
′

2

ω
′

1

)ngh¾a l 
{

ω
′

2 = xω
′

2 + yω
′

1

ω
′

1 = zω
′

2 + tω
′

1

⇔

{

ω
′

2(1− x) = yω
′

1

ω
′

1(1− t) = zω
′

2

(1.2)V¼ ω1/ω2 khæng ph£i l  sè thü
, n¶n (2) x£y ra khi v  
h¿ khi
{

x = t = 1
y = z = 0 ⇒ X =

(

1 0
0 1

)

= A.A
′

,suy ra detA = ±1 (do a, b, c, d, a′, b′, c′, d′ l  
¡
 sè nguy¶n).Ng÷ñ
 l¤i, n¸u tçn t¤i ma trªn 2×2,

(

a b
c d

) vîi ph�n tû l  
¡
 sè nguy¶nthäa m¢n ad− bc = ±1 , sao 
ho
{

ω
′

2 = aω2 + bω1

ω
′

1 = cω2 + dω1
,th¼ rã r ng hai 
°p (ω1, ω2) v  (ω

′

1, ω
′

2) l  t÷ìng �÷ìng.M»nh �· 1.1.4. Gi£ sû α l  sè thü
 v  
ho Ω = Ω(ω1, ω2). Khi �â 
huéi
∑

ω∈Ω,ω 6=0

1

ωαhëi tö tuy»t �èi khi v  
h¿ khi α > 2.



1.1 L÷îi sinh bði 
°p sè phù
 (ω1, ω2) 6

H¼nh 1.1Chùng minh. X²t 
¡
 h¼nh b¼nh h nh 
â 
¡
 �¿nh l  ω1 ± ω2,−ω1 ± ω2.Gåi R v  r l  kho£ng 
¡
h 
ü
 �¤i, 
ü
 tiºu tø O �¸n bi¶n 
õa h¼nh b¼nhh nh. N¸u ω 6= 0, l  mët trong 8 tê hñp tuy¸n t½nh 
õa ω1 v  ω2 tr¶nh¼nh b¼nh h nh th¼
r ≤ |ω| ≤ R.Trong h¼nh b¼nh h nh �çng t¥m ti¸p theo, ta 
â 16 tê hñp tuy¸n t½nh
õa ω1 v  ω2 thäa m¢n b§t �¯ng thù

2r ≤ |ω| ≤ 2R.T÷ìng tü, 
â 24 tê hñp thäa m¢n b§t �¯ng thù

3r ≤ |ω| ≤ 3R.X²t têng
S(n) =

∑

∣

∣

∣

∣

1

ωα

∣

∣

∣

∣

,l§y tr¶n 8(1 + 2 + 3 + ...+ n) tê hñp kh¡
 0 g�n gè
. Ta 
â
8

(

1

Rα
+

2

(2R)α
+ ...+

n

(nR)α

)

≤ S(n) ≤ 8

(

1

rα
+

2

(2r)α
+ ...+

n

(nr)α

)

,hay l 
8
1

Rα

n
∑

k=1

1

kα−1
≤ S(n) ≤ 8

1

rα

n
∑

k=1

1

kα−1
.



1.1 L÷îi sinh bði 
°p sè phù
 (ω1, ω2) 7Do �â 
¡
 têng ri¶ng S (n) tòy þ s³ n¬m giúa 8
1

Rα
ζ (α− 1) v 

8
1

rα
ζ (α− 1) , giîi nëi tr¶n bði 8 1

rα
ζ (α− 1) , hëi tö n¸u α > 2. Nh÷ngmët têng ri¶ng s³ n¬m giúa

8
1

Rα
ζ (α− 1) v  8

1

rα
ζ (α− 1) .Vªy 
huéi �¢ 
ho hëi tö khi α > 2. Cªn d÷îi 
ho ta th§y 
huéi ph¥n kýkhi α ≤ 2.Bê �· 1.1.5. Vîi α > 2, R > 0, 
huéi

∑

|ω|>R

1

(z − ω)αhëi tö tuy»t �èi v  �·u trong �¾a |z| ≤ R.Chùng minh. Ta s³ 
h¿ ra r¬ng tçn t¤i h¬ng sè M (phö thuë
 R, α) sao
ho n¸u α ≥ 1 th¼ ta 
â:
1

|z − ω|α
≤

M

|ω|α
, (1.3)vîi måi |ω| ≥ R, v  vîi måi z thäa m¢n |z| ≤ R. Khi �â theo m»nh �·1.1.4, ta 
â �i·u ph£i 
hùng minh.B§t �¯ng thù
 (1.3) t÷ìng �÷ìng vîi

∣

∣

∣

∣

z − ω

ω

∣

∣

∣

∣

α

≥
1

M
.�º x¡
 �ành M, ta x²t måi 
hu ký ω vîi |ω| > R. Chån trong sè �â ph�ntû 
â mæ�un b² nh§t, 
h¯ng h¤n

|ω| = R+ d, d > 0.Khi �â n¸u |z| ≤ R v  |ω| ≥ R + d, th¼ ta 
â:
∣

∣

∣

∣

z − ω

ω

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣1−
z

ω

∣

∣

∣ ≥ 1−
∣

∣

∣

z

ω

∣

∣

∣ ≥ 1−
R

R+ d
.Do �â

∣

∣

∣

∣

z − ω

ω

∣

∣

∣

∣

α

≥

(

1−
R

R + d

)α

=
1

M
.



1.2 Chuéi Eisenstein v  
¡
 b§t bi¸n g2, g3 8Vªy vîi
M =

(

1−
R

R+ d

)−α

,th¼ bê �· �÷ñ
 
hùng minh.1.2 Chuéi Eisenstein v  
¡
 b§t bi¸n g2, g3�ành ngh¾a 1.2.1. Vîi k nguy¶n, k ≥ 2, 
huéi
Gk =

∑

ω 6=0

1

ω2k�÷ñ
 gåi l  
huéi Eisenstein 
§p k. C¡
 b§t bi¸n g2,g3 l  
¡
 
huéi �÷ñ
x¡
 �ành bði
g2 = 60G2, g3 = 140G3.�ành ngh¾a 1.2.2. Bi»t thù
 ∆ l  biºu thù
 x¡
 �ành bði

∆ = g32 − 27g23.Nhªn x²t: Ta xem 
¡
 b§t bi¸n g2, g3 v  bi»t thù
 ∆ nh÷ l  
¡
 h m 
õa
ω1, ω2 v  vi¸t:

g2 = g2 (ω1, ω2) , g3 = g3 (ω1, ω2) ,∆ = ∆(ω1, ω2) .C¡
 
huéi Eisenstein 
h¿ ra r¬ng, 
¡
 h m g2, g3 l  
¡
 h m thu�n nh§tbª
 -4 v  -6, n¶n vîi måi λ 6= 0 ta 
â:
g2 (λω1, λω2) = λ−4g2 (ω1, ω2) ,

g3 (λω1, λω2) = λ−6g3 (ω1, ω2) ,n¶n
∆(λω1, λω2) = λ−12∆(ω1, ω2) .Vªy ∆ l  h m thu�n nh§t bª
 -12. L§y λ =

1

ω1
v  �°t z =

ω2

ω1
, ta �÷ñ


g2 (1, z) = ω1
4g2 (ω1, ω2) ,

g3 (1, z) = ω1
6g3 (ω1, ω2) ,


