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Mở đầu

Giả thuyết toán về số xoắn (curling number) là một bài toán mở chưa có

lời giải của lý thuyết số. Mặc dầu vậy, đã có nhiều nghiên cứu cho những kết

quả ủng hộ tính đúng đắn của giả thuyết này.

Luận văn nhằm trình bày một số kết quả rất gần đây về số xoắn, cụ thể là

kết quả trong bài báo sau đây:

B. Chaffin, J. P. Linderman, N. J. A. Sloane, Allan R. Wilks. On Curling

Number of Integer Sequences, Journal of Integer Sequences, Vol. 16 (2013), 236;

pp. 1-47.

Bố cục của luận văn như sau:

Chương 1: Giả thuyết số xoắn

Chương 2: Dãy các số 2 và 3

Chương 3: Số dãy nhị phân với số xoắn cho trước

Chương 4: Độ dài đuôi của dãy số 2 và 3

Chương 5: Dãy Gijswijt
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Chương 1

Giả thuyết số xoắn

Cho một dãy khác rỗng hữu hạn S các số nguyên, biểu diễn nó bằng S =

XY k, trong đó X và Y là dãy các số nguyên và Y k là lũy thừa với số mũ lớn

nhất mà là đuôi (hậu tố) của S: số k này gọi là số xoắn của S, ký hiệu là cn(S).

X có thể là dãy rỗng ε; có thể có một số cách chọn dãy Y khác nhau, mặc dù

dãy Y ngắn nhất để đạt được k là duy nhất (như ta sẽ thấy trong §3.1, là dãy

nguyên thủy).

Ví dụ, nếu S = 0122122122 thì ta có thể viết S = XY 2, trong đó X =

01221221 và Y = 2, hay ta có thể viết S = XY 3, trong đó X = 0 và Y = 122.

Cách biểu diễn thứ hai sẽ được chọn bởi vì nó có k = 3, và vì k = 4 không thể

xảy ra, do đó số xoắn của dãy S là 3.

Giả thuyết sau được phát biểu bởi nhóm nghiên cứu của van de Bult :

Giả thuyết 1.1. (Giả thuyết số xoắn). Xuất phát từ dãy số nguyên ban đầu

tùy ý S, thác triển nó bằng cách ghép thêm liên tiếp số xoắn của dãy ở mỗi

thời điểm, cuối cùng dãy sẽ đạt tới 1.

Nói cách khác, nếu S0 = S là một dãy khác rỗng hữu hạn các số nguyên, và

ta định nghĩa Sm+1 là chuỗi ghép

Sm+1 ∶= Sm cn(Sm) với m ⩾ 0, (1.1)

thì khi đó giả thuyết phát biểu rằng với một số giá trị t ⩾ 0 ta sẽ có cn(St) = 1.

Giá trị nhỏ nhất của t này được gọi là độ dài đuôi của S0, ký hiệu là τ(S0) (và

ta đặt τ(S0) = ∞ nếu giả thuyết không đúng).
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Ví dụ, giả sử xuất phát với S0 = 2323. Bằng cách chọn X = ε, Y = 23, có S0 =

Y 2, nên cn(S0) = 2, và do đó ta có S1 = 23232. Bằng cách chọn X = 2, Y = 32 ta

có cn(S1) = 2, S2 = 232322. Lấy X = 2323, Y = 2 ta có cn(S2) = 2, S3 = 2323222.

Một lần nữa lấy X = 2323, Y = 2 ta có cn(S3) = 3, S4 = 23232223. Rủi thay, ta

không thể viết S4 = XY k với k > 1, do đó cn(S4) = 1, S5 = 232322231, và ta đã

đạt tới 1, như dự đoán trong giả thuyết. Với ví dụ này, τ(S0) = 4. (nếu ta tiếp

tục từ dãy này, nó sẽ hợp thành dãy Gijswijt, như trình bày trong §5.)

Một số chứng minh của nhóm van de Bult có thể được rút gọn lại và kết

quả mạnh hơn nếu giả thuyết được cho là đúng. Tất cả bằng chứng cho thấy

rằng giả thuyết đó đúng, nhưng cho đến nay nó chống lại mọi nỗ lực chứng

minh nó.

Ta sẽ trình bày về một số nghiên cứu sâu rộng cho trường hợp dãy ban đầu

chứa các số 2 và 3 (mặc dù trong trường hợp đặc biệt này giả thuyết vẫn là bài

toán mở).

Trong mục 2 ta nghiên cứu bao xa để một dãy bắt đầu bằng n số 2 và 3

có thể được khai triển trước khi tiến đến 1. Gọi chiều dài cực đại này là Ω(n).

Tức là, Ω(n) là giá trị cực đại của độ dài đuôi τ(S0) của tất cả các dãy S0 các

số 2 và 3 có chiều dài n. Ta xác định Ω(n) cho tất cả n ⩽ 48, và giả sử cho tất

cả n ⩽ 80 (Bảng 2.1 và Hình 2.1). Dữ liệu cho thấy một số tính chất mà các

dãy khởi đầu đẹp đặc biệt sẽ có các tính chất này (Tính chất P2, P3, P4 trong

§2.2). Mặc dù ta vẫn chưa tìm ra cấu trúc đại số cho dãy khởi đầu đẹp, Mục

2.3 miêu tả phương pháp mà đôi khi thành công trong việc xây dựng dãy xuất

phát với chiều dài lớn hơn. Trong §2.4 miêu tả thuật toán cho phép ta mở rộng

nghiên cứu với chiều dài 80. Cũng không nên ngạc nhiên nếu giả thuyết trong

trường hợp đặc biệt này hóa ra là một hệ quả được biết đến của mô hình tất

yếu của dãy nhị phân dài - được miêu tả ngắn gọn trong §2.5

Mục 3 được dành cho câu hỏi tổ hợp: số c(n, k) của dãy nhị phân với chiều

dài n và số xoắn k là số gì? Đây dường như là một bài toán vô cùng khó, và

chỉ thành công trong việc liên hệ c(n, k) với hai đại lượng bổ trợ: số các dãy

nguyên thủy p(n, k), và số các dãy nguyên thủy và mạnh. Kết quả chính của

mục này là công thức cho c(n, k) trong Định lý 3.5 và 3.17. Nhờ đó có thể
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tính được số xoắn của tất cả dãy nhị phân có chiều dài n ⩽ 104.. Số các dãy

nhị phân có số xoắn bằng 1, c(n,1), là vấn đề vô cùng thú vị và được trình

bày trong §3.2. Hiệu d(n, k) ∶= 2c(n− 1, k)− c(n, k) cho thấy cấu trúc của bảng

c(n, k) rõ ràng hơn chính các số c(n, k), và là chủ đề của §3.6.

Trong Mục 4, nghiên cứu số t(n, i) cho dãy có chiều dài n và độ dài đuôi i,

trong đó 0 ⩽ i ⩽ Ω(n). Bằng nghiên cứu trực tiếp, đã xác định t(n, i) cho n ⩽ 48

, mặc dù không dùng bất kỳ phép truy toán (ngoại trừ cho t(n,0), tương tự

như cho c(n,1)) . Số hạng trong mỗi hàng của bảng t(n, i) xảy ra theo từng

cụm, ít nhất là với n ⩽ 48. Trong §4.1 và §4.2 nghiên cứu thống kê bảng t(n, i),

mặc dù vẫn còn rất xa để tìm được mô hình giải thích các cụm. Mục 4.3, 4.4,

4.5 thảo luận một số câu hỏi tổ hợp liên quan đến độ dài đuôi. Nếu dãy xuất

phát S0 đủ dài, có vẻ đáng tin cậy rằng tiền tố của S0 với 2 hay 3 không làm

giảm độ dài đuôi. Nếu một trong các số này làm giảm độ dài đuôi, ta gọi S0

là suy giảm (rotten), nếu cả hai tiền tố 2 và 3 làm giảm độ dài đuôi, chúng ta

gọi nó là suy giảm gấp đôi. Dãy suy giảm chắc chắn tồn tại, nhưng cho tới độ

dài 34 thì không tồn tại dãy suy giảm gấp đôi, và giả định hơn nữa là không

tồn tại dãy với chiều dài bất kỳ. Nếu giả thuyết này là đúng, nó có thể giải

thích một hiện tượng xác định mà quan sát thấy trong §2.2, và nó kéo theo

rằng Ω(n + 1) ⩾ Ω(n) với mọi n, điều mà chưa biết ở thời điểm hiện tại.

Trong Mục 5 miêu tả ngắn gọn dãy Gijswijt, là dãy xuất phát cho nghiên

cứu này.

Ghi chú. Bởi vì dãy xuất phát S có thể là dãy các số nguyên bất kỳ, dùng từ

“dãy” thích hợp hơn từ “từ” trong một số bảng chữ cái. Tuy nhiên, ta sử dụng

một số thuật ngữ (như “tiền tố”, “hậu tố”) từ lý thuyết ngôn ngữ chính thức.

Dãy được ký hiệu bằng chữ Latin viết hoa. Sk nghĩa là SS⋯S, trong đó S

được lặp k lần. Độ dài của S được ký hiệu bằng ∣S∣. ε ký hiệu dãy rỗng.

Tập các dãy được ký hiệu bằng kiểu chữ viết tay (ví dụ C(n, k)) và lực lượng

ký hiệu bằng chữ Latin thường tương ứng (ví dụ c(n, k)). Chữ Hy Lạp và các

chữ Latin thường khác được dùng để ký hiệu số. Ký tự # ký hiệu lực lượng

của một tập.
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Số xoắn của S ký hiệu bằng cn(S). Với dãy xuất phát S0 ∶= s1s2⋯sn có

chiều dài n, trong đó si là số nguyên bất kỳ, định nghĩa Sm+1 là phép ghép

Smcn(Sm) = s1⋯sn+m+1 với m ⩾ 0. Nếu cn(St) = 1 với t ⩾ 0, thì ta gọi giá

trị t nhỏ nhất là độ dài đuôi của S0, ký hiệu là τ(S0), và dãy tương ứng

S(e) ∶= St = s1⋯sn+t là mở rộng của S0. Nếu không tồn tại t như vậy, thì đặt

τ(S0) = ∞, S(e) = S∞ (và giả thuyết số xoắn sẽ bị sai).
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