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MỞ ĐẦU 
 

 Lý thuyết bài toán biên elliptic cho phương trình elliptic đúng đắn đã được 

nghiên cứu, đó là trường hợp cấp của phương trình là chẵn, số các nghiệm đặc 

trưng với phần ảo dương và phần ảo âm là bằng nhau và số điều kiện biên bằng 

nửa số cấp của phương trình, đồng thời điều kiện Shapiro-Lopatinski trên toàn bộ 

phần biên của miền được thỏa mãn. 

Luận văn nghiên cứu bài toán Dirichlet trong nửa hình cầu cho phương trình 

elliptic đúng đắn, trong đó số các điều kiện biên bằng nửa số cấp của phương 

trình, nhưng các điều kiện biên thuần nhất chỉ được cho trên phần của mặt phẳng 

đi qua tâm hình cầu và trên phần biên mặt cầu không có điều kiện biên nào. 

Luận văn gồm 2 chương: 

Chương I trình bày khái niệm nghiệm yếu của bài toán Dirichlet, phát biểu 

và chứng minh định lý về điều kiện cần và đủ đối với vế phải của phương trình để 

tồn tại nghiệm yếu. Đó là điều kiện mà trong đó vế phải của phương trình phải 

thỏa mãn một số hữu hạn các điều kiện trực giao. Luận văn đã chỉ rằng đối với 

nửa hình cầu có bán kính đủ nhỏ, nếu điều kiện cần được thỏa mãn thì luôn tồn tại 

nghiệm yếu của bài toán. 

Chương II nghiên cứu tính trơn của nghiệm yếu. Kết quả chính của chương 

II phát biểu rằng khi các hệ số và vế phải của phương trình là các hàm đủ trơn thì 

nghiệm yếu của bài toán cũng có độ trơn tương ứng và là nghiệm cổ điển của 

phương trình. 

Tài liệu tham khảo chính của luận văn là chương 8 của tài liệu [1]. 
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NỘI DUNG  

CHƯƠNG 1  NGHIỆM YẾU CỦA BÀI TOÁN DIRICHLET 

 

1.1 Nghiệm yếu của bài toán Dirichlet trong nửa hình cầu 

Trước hết ta nhắc lại các ký hiệu  

( )1 2, ,..., , .n
nx x x x t= ∈ ∈\ \   

( ){ }21 2 2, ; , 0 .n
R x t x t R tσ += ∈ + < >\   

{ }0 0 .R R tσ σ∂ = ∩ =   

( ){ }21 2 2
1 , ; , 0 .n

R x t x t R tσ +∂ = ∈ + = >\  

( ) ( )1 2, ,..., ; ; , .n n
n z zξ ξ ξ ξ ξ= ∈ ∈ ∈ ×\ ^ \ ^  

( )1 2 1 2, ,..., , ... .n
n nµ µ µ µ µ µ µ µ= ∈ = + + +`   

1 2
1 2 ... .n

n
µµ µµξ ξ ξ ξ=   

( )1 2
, , ..., ; ; .

n jx x x x x t
j

D D D D D i D i
x t
∂ ∂

= = − = −
∂ ∂

  

( ), .x tD D D=   

1 2

1 2
... .n

nx x x xD D D Dµµ µµ =   

( ) ( ), , ( , , , ) , .k
x t k x t

k m

P x t D P x t D D a x t D Dµµ
µ + ≤

= = ∑   

( ) ( ), , , , .k
k

k m

P x t z a x t zµ
µ

µ

ξ ξ
+ ≤

= ∑   

( ) ( ), , , , .k
m k

k m
P x t z a x t zµ

µ
µ

ξ ξ
+ =

= ∑  
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Trong miền Rσ  xét toán tử sau: 

,( , , ) ( , ) ,k
k x t

k m
P x t D a x t D Dµµ

µ + ≤

= ∑                                             (1.1) 

trong đó các hệ số được giả thiết thuộc ( ).RC σ∞  

Trong miền Rσ  ta xét bài toán Dirichlet sau đây:  

  ( , , ) ( , ) ( , ),P x t D u x t f x t=      ( , ) Rx t σ∈                                 (1.2) 

  ( ,0) 0,k
tD u x =     x R< ; 0 .k r≤ <                                    (1.3)    

Toán tử trên được gọi là elliptic đúng đắn trong Rσ  nếu m = 2r và 

( ) { }, , \ 0n
Rx t σ ξ∀ ∈ ∀ ∈\  phương trình  đối với z sau đây có r nghiệm với phần ảo 

dương và r nghiệm với phần ảo âm: 

( )2 , , , 0.rP x t zξ =  

Với mỗi ( )Rf C σ∞∈  ta hy vọng rằng ta có thể tìm ra lời giải trong ( )m
RC σ . Chúng 

ta thấy rằng thậm chí với một bài toán đơn giản nhất như trên cũng sẽ yêu cầu có 

phương pháp giải nhất định. 

Trước hết ta phân tích để đưa ra khái niệm nghiệm yếu. 

Giả sử ( )( , ) m
Ru x t C σ∈  là một nghiệm cổ điển của Bài toán (1.2), (1.3). Giả sử 0 Rσ∂  

là phần biên của của Rσ  nằm trong siêu phẳng t = 0 và giả sử 1 Rσ∂  là phần còn lại 

của biên, tức là phần nằm trong mặt phẳng 2 2 2, 0.x t R t+ = >  Giả sử ( )m
RCϕ σ∈  là 

một hàm số bất kỳ trong ( )m
RC σ  và triệt tiêu trong lân cận 1 Rσ∂ . Nhân hai vế của 

phương trình (1.2) với hàm ( ),x tϕ  và lấy tích phân từng phần, ta có: 

 ( ) ,(P x, t,D u, ) ( , )k
k x t

k m

a D D uµ
µ

µ

ϕ ϕ
+ ≤

= ∑  
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       ,( , [ ])k

kt x
k m

D u D aµ
µ

µ

ϕ
+ ≤

= ∑  

       
0
( , ),

m
k
t k

k
D u ϕ

=

= ∑  

trong đó  

,[ [ ],kk x
m k

D aµ
µ

µ

ϕ ϕ
≤ −

= ∑   

và                ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , , ,
R

h x t k x t h x t k x t dxdt
σ

= ∫   

là tích vô hướng trong ( )2 .RL σ   

Ta có: 

 ( )
0

1

1 1

(P x, t,D u, ) ( , '( , , ) )
R

m k
j k j

t t k
k j

u P x t D i D uD dx
σ

ϕ ϕ ϕ− −

= = ∂

= − ∑∑ ∫  

0

1

1
( , '( , , ) ) ,

R

m m
j k j

t t k
j k j

u P x t D i D u D dx
σ

ϕ ϕ− −

= =∂

= − ∑ ∑∫                      

trong đó toán tử ( )' , ,P x t D  được định nghĩa bởi công thức sau: 

,'( , , ) D [ ]k
kx t

k m

P x t D D aµ
µ

µ

ϕ ϕ
+ ≤

= ∑                

 là toán tử liên hợp của P(x,t, D). Theo đó, ta có: 

  
0

1

1

( ( , , ) , ) ( , '( , , ) ) ,
R

m
j

t j
j

P x t D u u P x t D i D N dx
σ

ϕ ϕ ϕ−

= ∂

= − ∑ ∫            (1.4) 

trong đó 

,
0

[ ]
m j

k
j kj x t

k m j k

N D D aµ
µ

µ

ϕ ϕ
−

+

= ≤ − −

= ∑ ∑  1 .j m≤ ≤                        (1.5) 

 Nếu ϕ  cũng thỏa mãn điều kiện 

  ( ,0) 0k
tD xϕ =     x R<     0 k r≤ <                         (1.6)   
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thì từ các điều kiện (1.3) và (1.6) ta có: 

  ( )(P x, t,D u, ) ( , '( , , ) ).u P x t Dϕ ϕ=                  

Từ các dẫn dắt ở trên ta đưa ra khái niệm nghiệm yếu của Bài toán (1.2), (1.3) như 

sau: 

Định nghĩa 1.1 Hàm số ( ) ( )2, Ru x t L σ∈  được gọi là nghiệm yếu của Bài toán (1.2), 

(1.3) nếu với mọi ( ) ( ), m
Rx t Cϕ σ∈  triệt tiêu trong lân cận của 1 Rσ∂ và thỏa mãn 

(1.6) ta có 

( ) ( )', ( , , ) , .u P x t D fϕ ϕ=                (1.7) 

1.2 Điều kiện cần và đủ để tồn tại nghiệm yếu 

Định lý 1.1 Điều kiện cần và đủ cho bài toán (1.2), (1.3) có nghiệm yếu là bất 

đẳng thức sau được thỏa mãn 

    ( ), '( , , )f C P x t Dϕ ϕ≤                (1.8) 

với mọi ( )m
RCϕ σ∈  mà bằng không trong lân cận của 1 Rσ∂  và thỏa mãn (1.6) trên 

0 ,Rσ∂  trong đó .  là chuẩn trong không gian ( )2 .RL σ   

Chứng minh 

Nếu u thỏa mãn phương trình (1.7), ta có: 

   ( ) ( )( ) ( ), , ' , , . ' , ,f u P x t D u P x t Dϕ ϕ ϕ= ≤                

đối với tất cả ( )m
RCϕ σ∈  đã triệt trong lân cận 1 Rσ∂  và thỏa mãn điều kiện (1.6), 

do đó (1.8) là điều kiện cần cho sự tồn tại nghiệm của Bài toán (1.2), (1.3) được 

thỏa mãn với .C u=   

Ta chứng minh điều kiện đủ: 
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