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Lời nói đầu

Trong đời sống, khoa học kỹ thuật nói chung và toán học nói riêng, luôn

luôn xuất hiện các phương trình, hệ phương trình. Việc nghiên cứu và

giải tường minh chúng là một công việc có từ xa xưa và vẫn phát triển

mạnh mẽ cho đến nay. Một trong những công cụ được nghiên cứu trong

lĩnh vực này là kết thức.

Thuật ngữ RESULTANT (kết thức) được giới thiệu bởi Bézout trong

"Histoire de I’Academie de Paris." Sau đó, Karl Fink cũng đã đưa ra

khái niệm này trong "Geschichte der Elementar-Mathematik 1764" hay

Salmon trong "Modern Higher Algebra 1859."

Ngày nay kết thức đã có mặt trong nhiều lĩnh vực của toán học và xa

hơn là trong vật lý học. Trong chương trình bậc đại học, kết thức xuất

hiện trong giáo trình Đại số sơ cấp, nhưng mới chỉ làm việc với hai đa

thức một biến và một vài ứng dụng. Luận văn này được viết với mục

đích chính là đi sâu vào khái niệm kết thức. Mở rộng từ trường hợp một

biến thành nhiều biến. Hơn nữa, luận văn chỉ rõ việc áp dụng kết thức

vào giải hệ phương trình đại số. Nội dung của luận văn được chia làm

ba chương.

Chương 1 trình bày những kiến thức chuẩn bị, những kết quả có liên

quan đến các phần sau. Các kiến thức này là quen thuộc và có thể tìm

trong nhiều tài liệu, tuy nhiên để tiện cho việc theo dõi luận văn tôi vẫn

trình bày lại. Nội dung chính của chương này là việc xây dựng vành đa

thức một biến, vành đa thức nhiều biến trên một vành giao hoán có đơn
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vị cho trước, vành Noether và chứng minh các định lý quan trọng Định

lí cơ bản của Hilbert.

Chương 2 và chương 3 là nội dung chính của luận văn. Trong đó

chương 2 tập trung xây dựng khái niệm kết thức và biệt thức. xây dựng

khái niệm kết thức cho hai đa thức một biến, hai đa thức thuần nhất hai

biến và cuối cùng là trường hợp n biến. Biểu diễn kết thức qua nghiệm

và phép khử ẩn. Nội dung chính còn lại chứng minh mối liên hệ giữa

kết thức và hệ phương trình đa thức . Trong phần này chứng minh định

lý quan trọng, định lý Bézout về số giao điểm của các siêu mặt. Từ đó

trình bày một số ứng dụng của kết thức trong giải hệ phương trình, tìm

giao điểm cũng như biện luận số giao điểm của hai đồ thị. Định lý 3.3.1

là kết quả quan trọng nhất mà phần này trình bày. Nội dung của định

lý mở ra cho chúng một phương pháp giải hệ phương trình đa thức. Giả

thiết rằng chúng ta giải được mọi phương trình đa thức một biến, khi

đó mọi hệ phương trình đa thức đều giải được.

Do thời gian và kiến thức còn hạn chế nên chắc chắn luận văn còn có

những thiếu sót nhất định, kính mong quý thầy cô và các bạn đóng góp

ý kiến để tác giả tiếp tục hoàn thiện luận văn này.
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Luận văn này được hoàn thành tại trường Đại học Khoa học, Đại học

Thái Nguyên dưới sự hướng dẫn tận tình của Phó giáo sư Tiến sĩ Đàm

Văn Nhỉ. Tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn chân thành và sâu sắc về sự
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Chương 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Phần này tập trung vào việc trình bày cách xây dựng vành đa thức một

biến, nhiều biến; chứng minh hai kết quả quan trọng: Nếu R là vành

nhân tử hóa (tương ứng Noether) thì vành đa thức một biến, nhiều biến

cũng là vành nhân tử hóa (tương ứng Noether).

1.1 Vành đa thức và nghiệm đa thức

1.1.1 Khái niệm vành đa thức một biến

Giả sử R là vành giao hoán với đơn vị 1. Ký hiệu P ⊂ RN là tập tất

cả các dãy f = (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .) với các ai ∈ R và chỉ có một số

hữu hạn thành phần khác 0, còn lại tất cả bằng 0. Vậy phần tử thuộc P

hoặc có dạng (0, . . . , 0, 0, . . .) hoặc (a0, . . . , an, 0, 0, . . .) với thành phần

cuối cùng an 6= 0. Ta đưa phép toán vào P để biến P thành một vành.

Với f = (a0, . . . , an, 0, . . .), g = (b0, . . . , bm, 0, . . .) ∈ P, định nghĩa:

f = g khi và chỉ khi ai = bi, i = 0, 1, 2, . . .

f + g = (a0 + b0, a1 + b1, . . . , ak + bk, . . . , 0, . . .)

f.g = (a0b0, a1b0 + a0b1, a2b0 + a1b1 + a0b2, . . . , 0, . . .).

Bổ đề 1.1.1. Tập (P,+, .) là một vành giao hoán với đơn vị (1, 0, 0, . . .)
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và ánh xạ φ : R→ (P,+, .), a 7→ (a, 0, 0, 0, . . .), là một đơn cấu.

Đặt x = x1 = (0, 1, 0, 0, . . .) và quy ước x0 = (1, 0, 0, . . .). Ta biểu diễn

x0 = (1, 0, 0, . . .)

x = (0, 1, 0, 0, . . .)

x2 = (0, 0, 1, 0, . . .)

x3 = (0, 0, 0, 1, . . .)

· · · = · · ·

f = (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .)

= (a0, 0, 0, . . .) + (0, a1, 0, . . .) + · · ·+ (0, 0, 0, . . . , 0, an, 0, . . .)

= (a0, 0, . . .)x
0 + (a1, 0, . . .)x+ · · ·+ (an, 0, 0, . . .)x

n.

Nếu đồng nhất a ∈ R với ảnh φ(a) = (a, 0, 0, . . .), x0 = (1, 0, 0, . . .) =

φ(1) ta có biểu diễn f = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + · · · + anx
n. Lúc này

vành (P,+, .) được ký hiệu qua R[x] và ta có

R[x] = {a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n | ai ∈ R} =
{ n∑

i=0

aix
i | ai ∈ R

}
.

Mỗi phần tử f ∈ R[x] được gọi là một đa thức của x với các hệ số ai

thuộc vành R. Hệ số an 6= 0 được gọi là hệ số cao nhất, còn hệ số a0

được gọi là hệ số tự do của f ; n được gọi là bậc của đa thức f và được

ký hiệu deg f(x). Riêng đa thức 0 được quy định có bậc là −∞ hoặc −1.

Vì tính chất đặc biệt của x, nên đôi khi ta gọi x là một biến trên R và

đa thức f còn được viết qua f(x). Hơn nữa, x và a ∈ R là bình đẳng.

Nếu f(x) =
n∑
i=0

aix
i, g(x) =

m∑
i=0

bix
i ∈ R[x] thì

f(x) = g(x) khi và chỉ khi m = n, ai = bi với mọi 0 6 i 6 n

f(x) + g(x) =
∑
i=0

(ai + bi)x
i, f(x)g(x) =

∑
i=0

(
i∑

j=0

ai−jbj)x
i.

Ta có các kết quả sau đây:
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Định lý 1.1.2. R[x] là một vành giao hoán. Với trường các số thực R,
vành R[x] là một miền nguyên.

Định lý 1.1.3. Với các đa thức f(x), g(x) ∈ R[x] và g(x) 6= 0 có hai đa

thức duy nhất q(x), r(x) sao cho f(x) = q(x)g(x) + r(x) với deg r(x) <

deg g(x).

Chứng minh: Ta chứng minh tính duy nhất của q(x) và r(x) : Giả sử

f(x) = g(x)q′(x)+r′(x), với deg r′(x) < deg g(x). Khi đó 0 = g(x)(q(x)−
q′(x)) + r(x)− r′(x) hay g(x)(q(x)− q′(x)) = r′(x)− r(x). Vì deg[r′(x)−
r(x)] < deg g(x) nên r(x) = r′(x) và q(x) = q′(x).

Tiếp theo, ta chỉ ra sự tồn tại của biểu diễn: Nếu deg g(x) > deg f(x)

thì f(x) = 0.g(x) + f(x). Nếu deg f(x) > deg g(x) thì ta dễ dàng chọn

được một đa thức h(x) sao cho f1(x) = f(x) − g(x)h(x) thỏa mãn

deg f1(x) < deg f(x). Nếu deg f1 < deg g thì ta đã có q(x) = h(x)

và r(x) = f1(x). Nếu deg f1(x) > deg g(x) thì lặp lại quá trinh vừa rồi.

Sau một số hữu hạn lần ta sẽ có được q(x) và r(x).

1.1.2 Nghiệm đơn và nghiệm bội

Giả sử trường K là trường con của trường K∗. Với α ∈ K∗ và đa thức

f(x) =
n∑
i=0

aix
i ∈ K[x]. Biểu thức f(α) =

n∑
i=0

aiα
i ∈ K∗ được gọi là giá

trị của f(x) tại α trong K∗. Nếu f(α) = 0 thì α được gọi là một nghiệm

của f(x) trong K∗. Giả sử số nguyên m > 1. Phần tử α ∈ K∗ được gọi

là một nghiệm bội m của f(x) trong K∗ nếu f(x) chia hết cho (x− α)m

và f(x) không chia hết cho (x − α)m+1 trong K∗[x]. Khi m = 1 thì α

được gọi là nghiệm đơn.

Định lý 1.1.4. Đa thức f(x) ∈ K[x] bậc n > 1. Khi đó có kết quả:

(i) Nếu α ∈ K là nghiệm của f(x) thì f(x) = (x− α)g(x) với đa thức

g(x) ∈ K[x].


