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Mở đầu

Trên thực tế, nhiều vấn đề khoa học, công nghệ, kinh tế, . . . dẫn đến

việc giải các bài toán mà nghiệm của chúng không ổn định theo dữ kiện

ban đầu, tức là một thay đổi nhỏ của các dữ kiện dẫn đến sai khác rất

lớn của nghiệm, thậm chí làm cho bài toán vô nghiệm hoặc vô định. Đó

là những bài toán đặt không chỉnh. Do các số liệu thường được thu thập

bằng thực nghiệm và được xử lý trên máy tính nên không tránh khỏi

những sai số. Vì vậy, cần phải có những phương pháp giải ổn định các

bài toán đặt không chỉnh sao cho khi sai số của dữ liệu càng nhỏ thì

nghiệm xấp xỉ tìm được càng gần với nghiệm đúng của bài toán xuất

phát.

Do tầm quan trọng đặc biệt của lý thuyết này mà nhiều nhà toán

học nước ngoài và Việt Nam đã dành phần lớn thời gian và công sức

của mình cho việc nghiên cứu các phương pháp hiệu chỉnh để giải các

bài toán đặt không chỉnh. Nội dung của luận văn này trình bày phương

pháp hiệu chỉnh lặp Newton-Kantorovich cho phương trình không chỉnh

phi tuyến J-đơn điệu trong không gian Banach. Ngoài phần mở đầu,

phần kết luận, luận văn bao gồm hai chương:

Trong chương 1 chúng tôi xin trình bày một số vấn đề cơ bản của

không gian Banach và lý thuyết của bài toán đặt không chỉnh với toán

tử đơn điệu.

Trong chương 2 chúng tôi trình bày lại một số kết quả của phương

pháp hiệu chỉnh Browder-Tikhonov và phương pháp hiệu chỉnh lặp

Newton-Kantorovich cho phương trình không chỉnh phi tuyến J-đơn

điệu trong không gian Banach.
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Luận văn được hoàn thành tại trường Đại học Khoa học - Đại học

Thái Nguyên. Qua đây tôi xin chân thành cảm ơn các thầy cô giáo trong

Khoa Toán - Tin, Phòng Đào tạo, Ban Giám hiệu nhà trường đã trang

bị kiến thức cơ bản và tạo điều kiện tốt nhất cho tôi trong quá trình
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những thiếu sót. Tôi rất mong nhận được sự góp ý của các Thầy, các
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Chương 1

Một số vấn đề cơ bản

Trong chương này chúng tôi nhắc lại một số kiến thức cơ bản của giải

tích hàm có liên quan đến nội dung nghiên cứu của luận văn. Các khái

niệm này được tham khảo trong các tài liệu [1], [3] và [5].

1.1 Không gian Banach và ánh xạ J-đơn điệu

1.1.1 Định nghĩa và ví dụ

Định nghĩa 1.1. Nếu không gian tuyến tính định chuẩn X là một không

gian metric đầy đủ (với khoảng cách d(x, y) = ‖x− y‖) thì X được gọi

là không gian Banach hay không gian tuyến tính định chuẩn đầy đủ.

Ví dụ 1.1. Không gian Euclide n-chiều Rn là không gian Banach.

Trong không gian Rn chuẩn và khoảng cách được xác định như sau:

‖x‖ =
( n∑
i=1

|xi|2
)1/2

,

d(x, y) = ‖x− y‖,(
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn

)
.

Ví dụ 1.2. Không gian C[a, b] là tập tất cả các hàm giá trị thực liên

tục trên khoảng đóng hữu hạn [a, b] ⊂ R là không gian Banach.

Trong C[a, b] chuẩn và khoảng cách xác định bởi:

‖x‖ = max
a≤t≤b

|x(t)|,
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d(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|,

x(t), y(t) ∈ C[a, b].

Ví dụ 1.3. Không gian C(S) là tập tất cả các hàm giá trị thực liên tục

trên không gian Tôpô compact S là không gian Banach.

Trong C(S) chuẩn và khoảng cách được xác định như sau:

‖f‖ = max
s∈S
|f(s)|,

d(f, g) = sup
s∈S
|f(s)− g(s)|,

f(s), g(s) ∈ C(S).

Ví dụ 1.4. Không gian c0 tập tất cả các dãy số ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . hội tụ

tới 0 và không gian l∞ tập tất cả các dãy số ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . thỏa mãn

supn |ξn| <∞ là các không gian Banach.

Trong không gian c0 và không gian l∞ chuẩn và khoảng cách được

xác định bởi:

‖x‖ = sup
n
|ξn|,

d(x, y) = sup
n
|ξn − ηn|,

x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), y = (η1, η2, . . . , ηn).

Ta sẽ chứng minh cho không gian c0, đối với không gian l∞ chứng minh

tương tự.

Giả sử {xm}∞m=1 là một dãy Cauchy trong c0, trong đó xm = (ξ
(m)
1 , ξ

(m)
2 , . . .)

có nghĩa là ∀ε > 0,∃m0,∀m ≥ m0,∀p nguyên dương,

‖xm − xm+p‖ ≤ ε.

Vì ‖x‖ = supn |ξ(m)
n | nên |ξ(m)

n − ξ(m+p)
n | ≤ ε,∀n. Do đó khi n cố định

{ξ(m)
n }∞m=1 là một dãy số Cauchy ⇒ tồn tại ξ0

n sao cho

ξ0
n = lim

m→∞ ξ
(m)
n .

Cho p→∞ ta thu được:

|ξ(m)
n − ξ0

n| ≤ ε,∀n.
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Vì lim ξ(m0)
n = 0 khi n → ∞ nên ∃n0,∀n ≥ n0 sao cho |ξ(m0)

n | < ε. Do

đó ∀n ≥ n0, |ξ0
n| ≤ |ξ(m0)

n |+ |ξ(m0)
n − ξ0

n| ≤ 2ε.

⇒ x0 = (ξ0
1 , ξ

0
2 , . . .) ∈ c0

⇒ ‖xm − x0‖ ≤ ε,m ≥ m0

⇒ x0 = lim
m→∞xm.

Vậy, c0 là không gian Banach.

Ví dụ 1.5. lp, (p ≥ 1) tập các dãy số ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . thỏa mãn

∞∑
n=1
|ξn|p <∞

là không gian Banach.

Trong không gian lp, (p ≥ 1) chuẩn và khoảng cách được xác định

như sau:

‖x‖ =
( ∞∑
n=1
|ξn|p

) 1
p ,

‖x− y‖ =
( ∞∑
n=1
|ξn − ηn|p

) 1
p ,

x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), y = (η1, η2, . . . , ηn) ∈ lp, (p ≥ 1).

Giả sử {xm}∞m=1 là dãy Cauchy trong lp, trong đó xm = (ξ
(m)
1 , ξ

(m)
2 , . . .).

Cho nên ∀ ε > 0, ∃ m0, ∀ m ≥ m0, ∀ r nguyên dương ta có

‖xm − xm+r‖ ≤ ε,

tức là ( ∞∑
n=1
|ξ(m)
n − ξm+r

n |p
) 1
p ≤ ε,

⇒ |ξ(m)
n − ξm+r

n | ≤ ε,∀n,∀m ≥ m0,

⇒ ∀n,∃ lim
m→∞ ξ

(m)
n = ξ0

n.

Vì vậy, ( N∑
n=1
|ξ(m)
n − ξ(m+r)

n |p
) 1
p ≤ ε,∀N.
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Cho r →∞ ta nhận được:

( N∑
n=1
|ξ(m)
n − ξ0

n|p
) 1
p ≤ ε,∀N.

Tiếp tục cho N →∞ ta thu được:

( ∞∑
n=1
|ξ(m)
n − ξ0

n|p
) 1
p ≤ ε,

⇒ y := (ξ
(m)
1 − ξ0

1 , ξ
(m)
2 − ξ0

2 , . . .) ∈ lp,

⇒ x0 = (ξ0
1 , ξ

0
2 , . . .) = (ξ

(m)
1 , ξ

(m)
2 , . . .)− (ξ

(m)
1 − ξ0

1 , ξ
(m)
2 − ξ0

2 , . . .)

= xm − y ∈ lp,

⇒ ‖y‖ = ‖xm − x0‖ ≤ ε,∀m ≥ m0,

tức là

x0 = lim
m→∞xm.

Vậy lp là không gian Banach.

Ví dụ 1.6. Không gian Lp[a, b], p ≥ 1 gồm tất cả các hàm x(t) xác định

và đo được Lebesgue trên [a, b] thỏa mãn
∫ b
a |x(t)|pdt <∞ là không gian

Banach.

1.1.2 Ánh xạ J-đơn điệu

Cho X là không gian Banach thực và X∗ là không gian đối ngẫu của

X. Để đơn giản, chuẩn của X và X∗ được ký hiệu là ‖.‖ và 〈x, x∗〉 là
giá trị của x∗ ∈ X∗ tại x ∈ X.

Ánh xạ Js : X → X∗ được gọi là ánh xạ đối ngẫu tổng quát của X

nếu ∀x ∈ X

〈x, Js(x)〉 = ‖x‖s, ‖J(x)‖ = ‖x‖s−1, s ≥ 2.

Trường hợp s = 2 thì ánh xạ J2 được gọi là ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc

của X.

Ánh xạ A : K → X∗ được gọi là ánh xạ đơn điệu nếu ∀x, y ∈ K

〈A(x)− A(y), x− y〉 ≥ 0,
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ở đây K là một tập con lồi đóng của không gian X.

Một ánh xạ A : K → X∗ được gọi là λ ngược đơn điệu mạnh nếu

∀x, y ∈ K, ∃λ > 0:

〈A(x)− A(y), x− y〉 ≥ λ‖A(x)− A(y)‖2

Mọi λ ngược đơn điệu mạnh A là đơn điệu và liên tục Lipschitz với hằng

số
1

λ
.

Ánh xạ A : X → X được gọi là ánh xạ h-liên tục nếu A(x+tx) ⇀ Ax

khi t→ 0+, ∀ x, y ∈ X.

Ánh xạ A : X → X được gọi là ánh xạ m-J-đơn điệu trên X nếu

ánh xạ A thỏa mãn các tính chất:

(i) 〈A(x)−A(y), j(x− y)〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ X; j(x− y) ∈ J(x− y),

(ii) <(A+ λI) = X, ∀λ > 0,

ở đây <(A) là miền ảnh của A và I là toán tử đơn vị trên X.

Nếu ∀x, y ∈ X, tồn tại một hằng số α sao cho

〈A(x)− A(y), j(x− y)〉 ≥ α‖x− y‖2

thì A được gọi là α-J-đơn điệu mạnh. Khi α = 0, A được gọi là J-đơn

điệu.

Lưu ý rằng khi X ≡ H là một không gian Hilber, ta có J = I và

một ánh xạ A, thỏa mãn (i), (ii) và bất đẳng thức cuối cùng tương ứng

được gọi là đơn điệu, đơn điệu cực đại và đơn điệu mạnh. Dễ dàng nhận

thấy rằng một ánh xạ tuyến tính và xác định không âm là một ánh xạ

đơn điệu.

1.2 Bài toán đặt không chỉnh và phương trình với toán tử

đơn điệu

1.2.1 Định nghĩa và ví dụ bài toán đặt không chỉnh

Khái niệm về bài toán chỉnh được J-Hadamard đưa ra khi nghiên cứu

về ảnh hưởng của các điều kiện biên lên nghiệm của các phương trình
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elliptic cũng như parabolic.

Việc tìm nghiệm x của phương trình:

A(x) = f (1.1)

với A : X → Y là một toán tử cho trước, còn X và Y là hai không gian

metric, phải dựa vào dữ kiện ban đầu f , có nghĩa là x = R(f). Ta sẽ coi

nghiệm cũng như các dữ kiện đó là những phần tử thuộc không gian X

và Y với các metric tương ứng là ρX(x1, x2) và ρY (f1, f2); x1, x2 ∈ X
và f1, f2 ∈ Y .

Giả sử đã có một khái niệm thế nào là nghiệm của một bài toán. Khi

đó bài toán tìm nghiệm x = R(f) được gọi là ổn định trên cặp không

gian (X, Y ), nếu với mỗi số ε > 0 có thể tìm được một số δ(ε) > 0 sao

cho từ ρY (f1, f2) ≤ δ(ε) ta có ρX(x1, x2) ≤ ε. Ở đây,

x1 = R(f1), x2 = R(f2)

f1, f2 ∈ Y ; x1, x2 ∈ X

Định nghĩa 1.2. Bài toán tìm nghiệm x ∈ X theo dữ kiện f ∈ Y được

gọi là bài toán đặt chỉnh trên cặp không gian metric (X, Y ) nếu có:

1. Với mỗi f ∈ Y tồn tại x ∈ X.

2. Nghiệm x đó được xác định một cách duy nhất.

3.Bài toán này ổn định trên cặp không gian (X, Y ), tức là nghiệm x

đó phụ thuộc liên tục vào dữ kiện ban đầu.

Một thời gian dài người ta cho rằng mọi bài toán đặt ra đều thỏa

mãn ba điều kiện trên. Nhưng thực tế chỉ ra rằng quan niệm đó sai lầm.

Trong tính toán các bài toán thực tế bằng máy tính luôn diễn ra quá

trình làm tròn số. Chính sự làm tròn đó dẫn đến các kết quả sai lệch

đáng kể.

Nếu ít nhất một trong ba điều kiện trên không thỏa mãn thì bài toán

tìm nghiệm x ∈ X theo dữ kiện f ∈ Y được gọi là bài toán đặt không

chỉnh. Đôi khi người ta còn gọi là bài toán đặt không chính quy hoặc

bài toán thiết lập không đúng đắn.
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