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Mở đầu

Phương pháp khử Gauss giải hệ phương trình đại số tuyến tính đã được

biết đến từ lâu. Tuy nhiên, do nhu cầu của thực tiễn, nhiều bài toán của thực

tế hoặc của chính toán học (sai phân hóa và giải số phương trình vi phân,...),

phương pháp khử Gauss nói riêng, phương pháp giải hệ phương trình đại số

tuyến tính nói chung, vẫn được quan tâm nghiên cứu, đặc biệt vào những

năm gần đây với việc sử dụng những thành tựu mới của công nghệ thông

tin (máy tính tốc độ cao, máy tinh song song,...). Luận văn " Phương pháp

khử Gauss giải hệ phương trình đại số tuyến tính" có mục đích trình bày các

phương pháp giải hệ phương trình đại số tuyến tính, trong đó đặc biệt chú

trọng trình bày phương pháp khử Gauss. Ngoài ra, nhằm phục vụ cho giảng

dạy đại số tuyến tính trong trường phổ thông, Luận văn cũng đề cập đến

cách giải phương trình đại số tuyến tính trên máy tính điện tử khoa học và

sử dụng phần mềm Maple. Luận văn bao gồm phần mở đầu, ba chương, kết

luận và danh mục tài liệu tham khảo.

Chương 1 Các phương pháp giải hệ phương trình đại số tuyến

tính

Các phương pháp giải hệ phương trình đại số tuyến tính trong chương này

được phân thành hai nhóm chính: nhóm các phương pháp trực tiếp và nhóm

các phương pháp lặp. Các phương pháp trực tiếp thường sử dụng cho hệ

phương trình đại số tuyến tính cỡ không lớn, số phép toán có thể dự đoán

trước được, ma trận hệ số thường không suy biến. Còn phương pháp lặp

thường được sử dụng cho hệ có kích thước lớn hoặc hệ gần suy biến hoặc

thỏa mãn điều kiện xấu. Mỗi một phương pháp được nêu trong chương thường

kèm theo ví dụ minh họa.
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Chương 2 Tổng quan về phương pháp khử Gauss giải hệ phương

trình đại số tuyến tính

Chương này trình bày tổng quan theo [6] các phương pháp giải hệ phương

trình tuyến tính trong những năm gần đây: Sơ lược giới thiệu một số phần

mềm giải hệ phương trình đại số tuyến tính trên máy tính song song; Giải hệ

phương trình đại số tuyến tính có dạng đặc biệt: hệ có ma trận hệ số thưa,

ma trận chéo khối,...

Chương 3 Sử dụng máy tính khoa học và phần mềm Maple trong

đại số tuyến tính

Chương này giới thiệu sơ lược cách sử dụng các máy tính khoa học (CASIO

fx-570VN Plus, Vinacal 570 ES Plus) và phần mềm Maple trong đại số tuyến

tính, chủ yếu đi sâu vào cách giải hệ phương trình đại số tuyến tính.

Luận văn được hoàn thành dưới sự hướng dẫn và chỉ bảo tận tình của

PGS.TS. Tạ Duy Phượng- Viện Toán học, Viện khoa học và Công nghệ Việt

Nam. Từ đáy lòng em xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đối với sự quan tâm,

động viên và chỉ dạy, hướng dẫn tận tình đầy tâm huyết của Thầy.

Tôi xin chân thành cảm ơn các Thầy, các Cô giảng viên Trường Đại học

Khoa học, phòng đào tạo Trường Đại học Khoa học, khoa Toán-Tin Trường

Đại học Khoa học-Đại học Thái Nguyên. Đồng thời tôi xin gửi lời cảm ơn

tới gia đình, bạn bè, tập thể lớp cao học toán K6D Trường Đại học Khoa

học-Đại học Thái Nguyên đã luôn quan tâm, động viên giúp đỡ tôi trong quá

trình học tập và làm luận văn này.
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Chương 1

Các phương pháp giải hệ phương
trình đại số tuyến tính

1.1 Các phương pháp khử

.

Xét hệ phương trình đại số dạng tổng quát
a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2,
.... .... ..... .... ....
an1x1 + an2x2 + ...+ annxn = bn,

(1.1)

hoặc ở dạng ma trận

Ax = b, (1.2)

trong đó

A =

 a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
an1 an2 ... ann


được gọi là ma trận hệ số của phương trình đại số tuyến tính (1.1),

x =

 x1
x2
...
xn


là véctơ ẩn cần tìm,

b =

 b1
b2
...
bn


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là véctơ hệ số tự do.

Ma trận

A1 = (A|b) =

 a11 a12 ... a1n b1
a21 a22 ... a2n b2
... ... ... ... ...
an1 an2 ... ann bn


được gọi là ma trận suy rộng của hệ phương trình đại số tuyến tính (1.1).

1.1.1 Phương pháp khử Gauss

.

Phương pháp khử Gauss là bằng phương pháp thế hoặc cộng đại số khử dần

các ẩn để đưa hệ phương trình đã cho về dạng tam giác rồi giải hệ tam giác

này từ dưới lên trên hoặc từ trên xuống để tìm nghiệm (x1, ..., xn) của hệ

phương trình đã cho. Cơ sở thuật toán của phương pháp khử Gauss như sau

Sử dụng phép biến đổi tương đương trên ma trận A1 để đưa ma trận A

về dạng tam giác trên. Tức là:

(1.1)⇔


a′11x1 +a′12x2 +... +a′1nxn = b′1,

a′22x2 +... +a′2nxn = b′2,
... ... ... ...

a′nnxn = b′n.

(1.3)

Từ hệ phương trình trên ta đi ngược từ dưới lên để tìm nghiệm:

xn, xn−1, xn−2, ..., x1

Ta mô tả gắn gọn phương pháp khử Gauss như sau

Phần thuận:

Không làm mất tính tổng quát, giả sử các a
(k)
ii 6= 0 (k = 1, n− 1). Ngay

ở bước khử đầu tiên, ta nhân dòng thứ nhất với đại lượng −a21/a11 rồi cộng

vào dòng thứ hai sẽ khử được biến x1 ở phương trình thứ hai. Sau nhiều nhất

n− 1 phép biến đổi ta đưa phần tử ở cột một từ vị trí thứ hai đổ xuống của

ma trận A1 về giá trị không. Ở bước hai, bằng cách làm tương tự. Qua nhiều

nhất n − 2 phép biến đổi ta đưa phần tử ở cột hai tính từ vị trí thứ ba đổ
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xuống của ma trận biến đổi (lần hai) về giá trị không, tức là loại bỏ biến x2
ra khỏi phương trình từ phương trình thứ ba đến phương trình thứ n.

Quy trình đó, về nguyên tắc dừng ở bước khử biến thứ n−1 trong phương

trình thứ n tương ứng với ma trận biến đổi là cột thứ n− 1 về giá trị không

ở vị trí thứ n, để nhận được phương trình có ma trận hệ số là ma trận tam

giác trên. Trong quá trình biến đổi ta cũng biến đổi cùng một lúc vế phải

của hệ phương trình (tức là véctơ b), ta được hệ phương trình có dạng (1.3).

Phần nghịch: Từ hệ phương trình tuyến tính (1.3) ta đi tính ngiệm

xn, ..., x1 của hệ phương trình đã cho theo công thức:

xn =
b′n
a′nn

, xk =

b′k −
n∑

j=k+1

a′kjxj

a′kk
, k = 1, n− 1.

Ví dụ 1.1 Giải hệ phương trình đại số tuyến tính sau bằng phương pháp

khử Gauss: {
x1 +2x2 +5x3 = −9,
x1 −x2 +3x3 = 2,
3x1 −6x2 −x3 = 25.

Giải

Viết ma trận suy rộng và thực hiện phép biến đổi như trên, ta có:

(
1 2 5 −9
1 −1 3 2
3 −6 −1 25

)
⇒
(

1 2 5 −9
0 −3 −2 11
0 −12 −16 52

)
⇒
(

1 2 5 −9
0 −3 −2 11
0 0 −8 8

)

Khi đó ta có hệ phương trình:{
x1 +2x2 −5x3 = −9
−3x2 −2x3 = 11

−8x3 = 8

Quy trình thế ngược trở lại ta được nghiệm của hệ phương trình là :

x3 = −1, x2 = −3, x1 = 2.
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Phương pháp trên có hai yếu điểm. Một là, ở bước khử nào đó mà phần tử

trên đường chéo bằng không thì biến đổi dừng lại. Hai là, các phần tử trên

đường chéo khác không nhưng có giá trị tuyệt đối nhỏ hơn các phần tử khác

cùng cột khi chia sẽ làm tăng sai số, do đó khuyếch đại sai số là làm tròn số

dẫn đến lời giải bài toán bị sai số lớn.

Có thể khắc phục hai nhược điểm này bằng phương pháp như sau. Ở bước

khử đầu tiên ta chọn phần tử lớn nhất trên cột một, nếu phần tử đó nằm ở

dòng k (k 6= 1) ta đổi vị trí dòng đó cho dòng một rồi thực hiện phép biến

đổi như trong phương pháp Gauss. Bước thứ hai, ta cũng chọn phần tử có

giá trị tuyệt đối lớn nhất trên cột hai, thực hiện đổi dòng nếu cần thiết, và

thực hiện phép khử từ vị trí thứ ba trở xuống. Tất cả các bước khử đều thực

hiện với modul lớn nhất trên cột tương ứng trước khi tiến hành phép khử.

Tức là, ở bước khử x1 ta chọn hàng r sao cho:

|ar1| = max {|ak1| , k = 1, ..., n} .

Sau đó đổi hàng r cho hàng 1 và tiếp tục các bước khử như đã nêu ở trên.

Tương tự trong các bước khử x2, x3, ..., xn−1 ta cũng tìm phần tử có modul

lớn nhất trên từng cột tương ứng

|ari| = max {|aki| , k = i, i+ 1, ..., n} (i = 2, 3, ..., n− 1) .

Phương pháp khử kết hợp với phép chọn như vậy làm cho thuật toán ổn

định và luôn thực hiện trên ma trận suy rộng, không làm thay đổi thứ tự

của các ẩn số.

Ví dụ 1.2 Giải hệ phương trình sau bằng phương pháp khử Gauss:{
2x1 +3x2 +x3 = 11,
−x1 +2x2 −x3 = 0,
3x1 +2x3 = 9.

Giải. Xét ma trận suy rộng của hệ phương trình trên ta có:

A1 =

(
2 3 1 11
−1 2 −1 0
3 0 2 9

)
.

Trên cột một của ma trận A1 ta thấy max {|ak1| /k = 1, 2, 3} = a31 = 3, đổi

dòng ba cho dòng một, rồi nhân lần lượt dòng một vừa biến đổi với phần tử
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1/3 rồi cộng với dòng hai và nhân với phần tử (−2/3) rồi cộng với dòng ba

ta được:

A1 =

(
3 0 2 9
−1 2 −1 0
2 3 1 11

)
⇒ A1 =

(
3 0 2 9
0 2 −1/3 3
0 3 −1/3 5

)
.

Ở bước khử thứ hai ta có max {|ak2| /k = 2, 3} = a32 = 3. Thực hiện

phép đổi vị trí dòng hai cho dòng ba, rồi nhân dòng vừa hoán đổi cho phần

tử (−2/3) sau đó cộng với dòng ba ta được:

A1 =

(
3 0 2 9
0 3 −1/3 5
0 2 −1/3 3

)
⇒ A1 =

(
3 0 2 9
0 3 −1/3 3
0 0 −1/9 −1/3

)
Khi đó hệ phương trình đã cho có dạng:

3x1 +2x3 = 9
3x2 −1

3x3 = 5
−1

9x3 = −1
3

Quy trình thế ngược trở lại ta nhận được nghiệm của hệ phương trình đã

cho là:

x3 = 3, x2 = 2, x1 = 1.

1.1.2 Phương pháp phần tử trội toàn phần

Ngay từ bước khử đầu tiên, ta chọn phần tử có giá trị tuyệt đối lớn nhất

trong số các phần tử aij (1 ≤ i, j ≤ n) của ma trân. Giả sử phần tử đó là apq
(dòng thứ p và cột thứ q). Ta gọi dòng p là dòng trội, lần lượt nhân dòng

này với thừa số −alp/apq (l 6= p) rồi cộng dòng thứ l. Bằng cách này loại bỏ

ẩn xp ra khỏi hệ phương trình, trừ phương trình thứ p. Sau đó loại hàng trội

và cột q ra khỏi hệ phương trình vừa biến đổi, ta thu được hệ gồm n − 1

phương trình. Tiếp tục thực hiện bước khử thứ hai như bước ban đầu thu

được hệ gồm n− 2 phương trình. Cứ như vậy sau n− 1 lần thực hiện phép

khử như trên ta nhận được phương trình một ẩn.

Giai đoạn tiếp theo, ta tính nghiệm từ phương trình cuối cùng, rồi đến

phương trình hai ẩn ở hàng trội bị bỏ sau bước khử thứ n−1, rồi đến phương
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