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Mé& dau

Phiic Cousin ciia cac modun trén vanh giao hoan la mot cong cu dé nghien
citu vé cau tric clia mot s6 16p modun quan trong ciia Dai s6 giao hoin va
Hinh hoc dai s6. Phitc Cousin ciia cic modun trén vanh giao hoan duge nghién
cttu bdi tac gid R. Y. Sharp nam 1969 (xem [17]). Tt d6 dén nay phiic Cousin
da dugc ting dung kha nhiéu béi cac nha toan hoc trén thé gisi, chang han R.
Y. Sharp ([17], [18]), P. Schenzel ([19]), T. Kawasaki ([10]), M. Dibaei ([5]),...

Cho A la vanh giao hoan Noether va M 14 A—modun. Trong [17], Sharp da

xay dung phitc Cousin ciia médun M:

—1 0 m
Ca(M):0— ML M0 L a5 Syt

théa man tinh chat Supp(Coker(d"2)) C U™(M) v6i moi n > 0, trong d6
U™(M) = {p € Supp(M) | dimy, (M) = n}

(xem Dinh nghia 2.2.1). Tiép theo Sharp da sit dung phitc Cousin dé dac trung
dugce 16p vanh Cohen-Macaulay va vanh Gorenstein, dé la cac vanh quan trong

ctia Dai sb..

Muc dich chinh ctia luan van 1a trinh bay lai chi tiét cac chiing minh ctia
cac két qua trong bai béo [17] clia R. Y. Sharp "The Counsin Complex for a
Module over a Commutative Noetherian Ring, Math. Z. 112 (1969), 340-356"
ve phitc Cousin va mot s6 ap dung ctia né nhu da néu tém tat & trén. Luan

van dudc chia lam 3 chuong.

e Chuong 1. Trinh bay cac kién thiic co s6 dé chiing minh cac két qua
chinh ctia luan van, bao gom: tap gia va tap idéan nguyéen t6 lién két clia
modun, khai niém chiéu, do cao, modun Ext, modun Cohen-Macaulay,

vanh Gorenstein.



e Chuong 2. Trinh bay mot s6 tinh chat vé mot s6 tap cac idéan nguyén to
ddc biet (6 Muc 2.1). Trén co s6 d6 trinh bay dinh nghia vé xay dung phiic
Cousin C4(M) cho mot A—modun M (3 Muc 2.2). Phan tiép ctia Chuong
2 danh dé trinh bay mot s6 tinh chat quan trong khac ciia phiic Cousin
(6 Muc 2.3).

e Chuong 3. Phan dau trinh bay mdi lién hé gitta phiic Cousin va dia phuong
hoéa, thé hien ¢ Dinh 1y 3.1.8. Phan tiép ctia chuong la nghién cttu mot
dic trung cua vanh Cohen-Macaulay thong qua phitc Cousin, d6 1a Dinh
Iy 3.2.6: Vanh giao hoin A la Cohen-Macaulay khi va chi khi phic Cousin
Ca(A) la day khop. Cudi cung, sau khi nhic lai mot s6 kién thitc quan
trong can thiét vé modun noi xa, phan con lai clia chuong nay danh dé
mo ta dac trung ctia vanh Gorenstein thong qua phitc Cousin dé6 la Dinh
Iy 3.3.5: Vanh giao hodn A la Gorenstein khi va chi khi phic Cousin C4(A)

la mot phép gidi noi xa cia A—modun A.
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Thai Nguyén, ngay ... thang ... nam 2014
TAC GIA



Chuong 1

Kién thitc chuan bi

Chuong nay nham trinh bay mot s6 kién thiic co sé can thiét cho ching
minh cac két qua ciia cac chuong sau. Ta st dung cac thuat ngi theo
Atiyah-Macdonald [1], va Matsumura [6]. Ta luon gia thiét A 1a mot vanh

giao hoan Noether c6 don vi va M 1a mot A—modun.

1.1 Mot s6 khai niém va tinh chat co ban

Ki hiéu 1.1.1. i) Cho N la modun con cia A—modun con cia M va 'Y

14 mot tap con ctia M. Khi d6 ta dé thay tap hop
{aeAlaye N,VyeY}

la mot idean clia A, ta ki hieu né la (N : Y)4. Dac biét, ta con ki hiéu
(0: M)y b6i anny (M) (hay Anng(M)) va goi 1a linh héa ti ciia M; hon
nita, véi méi x € M, ta ki hieu (0 : 2)4 = anng(x) = Anng(x) = {a €

A | ax = 0}, va goi 1a linh héa ti cia x.

ii) Néu S la mot tap dong nhan ctia A, va f : M — N 1a mot dong cau

cua cic A—modun, thi ta ki hiéu

Sf. 8 IM — STIN



13 mot dong cau clia cac S~ A-modun xac dinh béi quy tac
m m m
(ST (=) = f(m) v6i moi — € STt M.
s

s s
Dinh nghia 1.1.2. (Gid cia modun) Cho M la mot A—modun, gia cua
modun M duge ki hiéu 1a Supp(M) hoac Supp 4(M), né la mot tap con

ciia Spec(A) duge xac dinh bdi:

Suppy (M) = {p € Spec(4) | M, # 0}.

Cha ¥ raing M = 0 khi v& chi khi Supp(M) = 0.

Ham tit dia phuong héa S™1(—) c6 mot s6 cac tinh chat sau day.

Ménh dé 1.1.3. Cho S la mot tap dong nhin cia A va M la mot
A—modun. Gia st N va P la cac modun con cua M, vdi P la hiu han

sinh. Khi dé cac phat biéu sau la ding.
(i) STY(N : P)4) = (S7IN : S71P)g-14.

(it) Voi x € M, ta c6 STH(N :2)a) = (ST'N : $)g-14. Dic biét ta cé
STH(0:x)a) = (0:%)g-14.

Chiing minh. (1) 7 C7: Lay a/s € STH((N : P)4) v6ia € (N : P)4. Khi
d6 aP C N. Tu dé (2)S~'P C S'N. Do vay

STH(N : P)4) C(STIN : S7tP)g 4.

” D 7: Véi moi a/s € (STIN : S7'1P)g-14, ta 6 (a/s)S™'P C S7IN.
Suy raa/1(S71P) = (s/1)(a/s)(S~1P) C SIN. Do P hitu han sinh nén
comy, ..., mysaocho P = (mq,...,m,). Tacé (a/1)(m;/1) € STIN véi
moi i. Suy ra ton tai s; € S dé s;(am;) € N v6i moi 4. Dat s’ = s1... s,
Khi d6 s'am; € N v6i moi i, suy ra s'aP C N. Vi thé a/s = s'a/s's va
(s'a)P C N (hay s'a € (N : P)). Nhu vay a/s = s'a/s's € S1(P : N).
Do do
STH(N : P)4) D (SN : S7tP)g 4.



(ii) bat P = (x). Khi d6 P httu han sinh, do d6 theo i), ta c6
STH(N :P)a)=(ST'N: S 'P)g14

hay
STH(N : Ax)4) = (SN : STH(Ax))g-14.
Talai ¢c6 (N : Ax)g = (N :x)4 va

(STIN : S HAx))g14 = (SN : /1) g1y

STH(N :2)4) = STH(N : Ax)a)
STIN : S_l(A:C))SflA

(
(STHN :2/1)g-14,

d6 1a diéu phai chiing minh.

[]

Ménh dé 1.1.4. Cho S la tap dong nhan cia A va M 1o A—modun. Khi

do ta co

Suppg-14(ST'M) = {S7'p | p € Supp,(M),p N S = 0}.

Chiing minh. 7 2 7: Lay P € {S~'p | p € Supp,(M),pNS = 0}. Khi do
ton tai p € Suppy(M) sao cho pN S =0 va P = S"'p. Suy ra M, # 0.
Mt khac theo [6, Hé qua 4, trang 24 va Dinh 1y 4.4, trang 26] va [1, Bai

tap 2.15], ta ¢6
(ST'M)g-1, =2 (M ®4 S 'A) ®g5-14 (S A) 51,
=M @4 [STIA @514 (ST A) g1y
= M @4 [(S7'A)s1)
=M ®a A
~ N, # 0.

Suy ra S™!p € Suppg-14(STIM) hay

Suppg-14(S™*M) D {S'p | p € Supp4(M),pN S = (}.
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?» C 7 Lay P € Suppg-i14(S™'M). Suy ra (S™'M)p # 0 va ton tai
p € Spec(A) sao cho pN S =0, P = S7p. Vio # (ST'M)p =
(S™IM)g-1, = My, nén p € Suppy(M). Do d6

Suppg-14(STM) C {S'p | p € Supp4(M),pN S = (}.
Vay ta c6 diéu can ching minh. =

Tiép theo ta nhic lai so luge vé 1y thuyét idéan nguyén to6 lien két.
Dinh nghia 1.1.5. (Idéan nguyén to lien két) Cho M 1a mot A—modun
va p € Spec(A). Ta néi p 1a mot idéan nguyén té lien két ciia M néu ton
tai mot phan tit 0 # x € M sao cho Anng(x) = p. Tap céc idéan nguyén
t0 lien két cia M duge ky hieu boi Assa (M) hodc Ass(M).

Meénh dé 1.1.6. Cho A la vanh Noether, S la tap déng nhan cia A va
M la A—modun. Khi do ta co

Assg14(STIM) = {S7'p | p € Assy(M),pN S = 0}.

Chitng minh. (C). Lay P € Assg-14(S™'M) khi d6 ton tai p € Spec(A)
v ton tai /s € STIM sao cho P = S7lp, pNS = 0 va S7lp =
Anng-14(x/s).

Tiép theo ta ching minh p € Asss(M). Vi A la Noether nén ton
tai ai,...,a, € p sao cho p = (ay,...,a,). V6 i mdi i = 1,...,n, ta c6
a;/1 € S71p hay (a;/1)(x/s) = 0; suy ra ton tai t; € S sao cho a;t;z = 0.
Datt =t;...t,. Licdo t € S va a;(tr) =0 v6imoii =1,...,n. Do do6
a; € Anny(tx) véi moi i = 1,...,n. Vi thé p C Annyu(tz).

Mat khéc, 1ay b € Anny(tz) suy ra b(tx) = 0 suy ra (bt/1)(x/s) = 0.
Do d6 (bt)/1 € S™'p. Suy ra ton taia’ € p, s’ € S sao cho (bt)/1 =d'/s.
Tit d6 c6 u € S dé b(uts') = ua’ € p;suyrab € p (vi us't € S ma
SNp=0neén us't ¢ p). Do d6 Anny(tx) C p.

Vay p = Anny(tx) € Assa(M). N6i cach khac

Assg14(STIM) C{S'p |p € Assy(M),pnS =0}
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