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MG dau

Su tuong tu gitta cac s6 nguyeén té va cac da thitc bat kha quy da 1a mot
chii dé théng tri trong st phat trién ctia Iy thuyét sé6 va hinh hoc dai s6. C6
cac gia thuyét chi ra rang moi lien he d6 da vuot hon ca su tuong tu. Vi du,
c6 mot gia thuyét noi tiéng ctia Buniakowski dugc phét biéu vao nam 1854:
Cho da thiic f(x) hé s6 nguyén théa man ba dicu kién sau

i) He so dau cia f(x) la duong;

i) Da thic f(x) bat khd quy trén Q;

i) Tap cac gid tri f(Z7) khong c¢é udc chung lén hon 1
khi dé da thic f(x) nhdn v han cdc gia tri nguyén t6? (zem tai lieu S. Lang
[2, Trang 323)).

Mot cach doc lap né duge phét biéu lai béi Schinzel, néi vé tac dong cia
da thiic bat kha quy f(z) € Z[z] (ma tap cac gia tri f(Z") khong c¢6 uée s6
chung 16n hon 1) biéu dién vo6 han cac nguyén t6. Trong trudng hop nay, van
dé dan dén viec quan tam dén cac s6 nguyeén to sinh ra tit cac da thic bat
kha quy. Gia thuyét nay van la mot trong nhitng van dé 16n chua duge giai
quyét trong 1y thuyét sé khi bac ctia f 16n hon mot (Luu y khi f 1a da thic
bac nhat, gia thuyét do6 la ding). Khong khé dé thay ring ménh dao clia gia
thuyét ctia Buniakowski 1a ding. Mot cach cu thé hon, néu mot da thiic biéu
dién v6 han céc s6 nguyeén t6, thi n6 1a mot da thic bat kha quy. Dé thay
diéu nay, ching ta hay c6 ging dé phan tich ra thita s6 f(x) = g(x)h(x) véi
g(x) va h(x) trong Z[x] c¢6 bac duong. Thuc té, do f(z) lay vo han gia tri
nguyén t0, nén mot trong hai g(x) hodc h(x) nhan vo han gia tri +1. Day
1a mot mau thudn, béi vi mot da thiic c6 bac duong chi ¢6 thé c6 nhan mot
gia tri tai hitu han lan.

Muc dich ctia luan van nay 1a tiép tuc tim hiéu thém nhitng lien hé quan
trong gitta da thiic bat kha quy va cac sé nguyén t6 lien quan dén gia thuyét

cua Buniakowski va bai toan nguge ctia né nhu da néu trén. Trén co sé nghién



cttu mot s6 tai lieu vé s6 nguyen té6 va vé da thic bat kha quy, trong luan
van nay ching toi lira chon va trinh bay chi tiét lai mot s6 tieu chuan quan
trong vé da thic bat kha quy lien quan dén tng dung clia s6 nguyéen t6. Tai

lieu tham khao chinh ma chung to6i sit dung la hai bai béo:

e M. R. Murty, Prime numbers and irreducible polynomials, Amer. Math.
Monthly 109 (2002) No. 5, 452-458 (tai li¢u so [8]).

e A. I Bonciocat, N. C. Bonciocat and A. Zaharescu, On the irreducibility
of polynomials that take a prime power value, Bull. Math. Soc. Sci. Math.
Roumanie Tome 54 (102), No. 1 (2011), 41-54 (tai li¢u s6 [2]).

Luan van dugc trinh bay trong hai chuong.

Chuong I: Mot s6 kién thiic chuan bi. Noi dung ctia chuong 13 trinh bay tém
lugc mot so kién thiic co ban can ding cho chiing minh ctia cac két qua
trong chuong sau, chang han: so luge vé s6 nguyén td, vé da thic, bac
da thiic, da thic bat kha quy, sy phan tich mot da thic thanh tich cac
da thitc bat kha quy, mot s6 vi du vé da thic bat kha quy,. .. .

Chuong II: S6 nguyeén t6 va da thiic bat kha quy. Day 1a chuong chinh clia
luan vin. Chuong nay trinh bay vé mot sé tieu chuan dé kiém tra tinh

chat bat kha quy ctia mot s6 16p da thiic.
+) Muc 2.1. Trinh bay vé sy lién hé gitta s6 nguyén t6 va da thitc bat kha
quy (dya trén bai bao [8]). Két qua chinh 1a dinh 1y sau

Dinh 1y 2.1.3. Cho f(x) = apa™ + apm_12™ 1+ ...+ a1z + ag € Z|x]
a; ) )
la mot da thic bac m. Dat H = max ‘—Z} Khi do, neu co so nguyén
0<i<m—1"a,y,

n > H + 2 sao cho f(n) la so nguyén to thy f(x) bat khd quy trén 7Z.
Dinh 1y 2.1.7 Cho b > 2 va cho p la s6 nguyén té c¢é khai trién b—adic
p=ab" +a,_ 10"+ ... +ab+ ag.

Khi dé f(z) = ap2" + an_ 12" 1 + ...+ ayx + ag la bat khd quy trén Q.

+) Muc 2.2. Nghién citu mdi lien h¢ gitta da thiic bat kha quy va liy thia
s6 nguyen t6 (dya theo bai bao [2]). Trude hét chuong nay chiing minh
chi tiét cho két qua sau day d6 la mot md rong cho Dinh 1y 2.1.7:
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Dinh 1y 2.2.3. Cho p la 56 nguyén to. Gid si p* (vdi s > 2) c6 biéu
dién qua hé thong co s6 b > 2 dudi dang

p* = a,b" + an_ 10"+ ..+ ab + ao,
trong d6 0 < a; <b—1wapt Y i iab ™. Khi dé da thic >, a;x’
la bat khd quy trén Q.
Phan tiép theo clia muc nay 1a trinh bay cac dau hieu bat kha quy cho
cac da thic c6 mot hé s6 nao d6 da 16n va né co gia tri chia hét mot
liy thita nguyén t6 nao do.
Dinh ly 2.2.4. Cho f(z) = Y.I ja;x" € Z[x] vdi apa, # 0. Cho
m,s,q € Z (s > 2) vap la s6 nguyén to sao cho f(m) = p°q, p1qf'(m),
va lag) > S0 |ail(Jm| + |q])". Khi dé f(z) bat khd quy trén Q.
Dinh 1y 2.2.5. Cho f(z) =Y " jaix¥ € Z[z], v6i0=dy < dy < ... <
d, va agay . ..a, #0. Chom,s,q € Z (vdi s > 2), vap la so nguyén to
ma f(m) = pq, |m| > |q| vaptqf'(m). Khi dé néu c61<j<n-—1
sao cho |a;| > (|m| + |q|)™ %> |a;|, thy f(z) bat khd quy tren Q.

i#]

Dinh 1y 2.2.6. Cho f(z) = Y1 ja;x" € Z[z], apa, # 0. Cho f(m) =
p*q véi m,s,p € Z, p la s6 nguyén to, s > 2, |m| > |q|, p1 qf' (m) va
janl > 30020 lail (jm] — |g)' =" th f(x) bat khi quy tren Q.
N6i mot cach van tat thi ca ba dinh 1y trén déu cho ta truong hop dac
bigt khi ¢ = 1 d6 la: "Néu f(m) 1a mot lay thita ctia s nguyén t6
(trong d6 m > 2 1a s6 nguyen thoa man f(m) va f'(m) 1a nguyén t6
cuing nhau) va f(z) ¢6 mot hé s6 nao d6 du 16n thi f(x) 1a da thiic bat
kha quy trén Q."

+) Muc 2.3 danh dé trinh bay mot sé vi du minh hoa.

Trong thoi gian thyc hién luan van nay, t6i da nhan duge sy chi dan tan tinh,

chu déo ciia Tién si Nguyén Van Hoang. Toi xin bay t6 long biét on sau sic

t6i thay Nguyén Van Hoang da gitip do toi hoan thanh luan van nay.

To6i xin chan thanh cAm on Ban giam hiéu cliing cdc ban dong nghiép

truong THPT Dong Thanh - Quang Ninh da nhiét tinh giap dé toi trong

suot qua trinh hoc tap va hoan thanh luan vin.

Tac gia



Chuong 1

Mot s6 kién thitc chuan bi

Chuong nay nham muc dich trinh bay lai mot s6 kién thitc can ban vé sb
nguyén to, vanh da thic, da thic bat kha quy. Bén canh d6 ciing trinh bay
mot vai tieu chuan bat kha quy quen biét va mot sé6 vi du minh hoa. Nhitng
kién thitc 6 chuong nay mot phan 1a can thiét cho chuong sau mot phan 1
gitp cho viéc trinh bay cht dé c6 tinh hée thong.

1.1 S6 nguyén tb
Muc nay ta chi xét trén tap cac s6 tu nhién N.

Dinh nghia 1.1.1. S6 nguyén t6 13 s6 ty nhién 16n hon 1 chi gom c6 hai
uée la 1 va chinh né.

Ki hiéu 1.1.2. Ky hiéu ”"b|a” nghia 1a b 1a uée ctia a, ky hiéu a:b nghia la
a chia hét cho b.

Tinh chat 1.1.3. i) Udc khdc 1 nho nhat ciia mot so tu nhién lon hon 1 la

s0 nguyén to.

i) Cho p la s6 nguyén t6, a € N vdi a # 0. Khi dé

(a,p) =p < pla; (a,p) =1<pta

i) Cho a,b € Z. Khi dé (a,b) = 1 néu va chi néu ton tei v,y € Z sao cho
ar + by = 1.

i) Néu tich ciia nhiéu s6 chia hét cho mot s6 nguyén to p thi cé it nhat mot
thita s6 chia hét cho p.



Ching minh. 1) Cho a la s6 tu nhien > 1. Gia sit d 14 w6c nhd nhat khac 1
ctia a. Néu d khong nguyen t6 thi d = dyds (v6i dy,dy > 1). Suy ra di|a véi
d; < d, diéu nay mau thuan véi d nhé nhat. Vay d 1a nguyén to.
ii) Néu p = (a,p) thi hién nhién p|a. Ngugc lai néu pla thi (a,p) = p.
+ Néu 1 = (a,p) thi pta (vi néu pla thi (a,p) = p). Ngugc lai, néu p { a
thi (a,p) =1 (vi néu (a,p) = d > 1 thi d|p, tit d6 vi p nguyén t6 nén d = p,
suy ra pla, day 1a diéu mau thuan).
iii) Xét tap I = {ax + by | x,y € Z}. Ta thay [ 1a idean clia Z, nén ton
tai d € Z,d > 0 sao cho I = dZ. Lac d6 ta dé thay (a,b) = d. Nguge
lai, néu (a,b) = d thia € dZ va b € dZ. Tu d6 I C dZ. Mat khéac, bang
thuat toan Euclid, ta tim dudc zg,y9 € Z sao cho d = axy + by, suy ra
de{ax+by|xz,y€Z} =1, dododZCI.

Ap dung két qua tren khi d = 1 ta c¢6 didu can ching minh.
iv) Béng quy nap ta chi can ching minh rang plab thi p|a hodc p|b (véi p
1a s6 nguyen to, va a,b € Z). Ta gid st trai lai rang p t a va p 1 b, khi
d6 theo ii), ta ¢6 1 = ax + py va 1 = bax’ + py v6i z,y, 2’y € Z. Tu d6
1 = (ax + py) (b2’ + py') = abxa’ + p(axy’ + bx'y + pyy'). Do d6 ta lai ap
dung ¥ ii) nén ta duge (ab,p) = 1, day la diéu mau thuan. O
Tinh chat 1.1.4. Tap hop cdc s6 nguyén to la vo han.

Chatng minh. Gié st chi c¢6 hitu han n s6 nguyén té py, po, ..., pn. Ta xét s6
tu nhien ¢ = p1pa...p, + 1. RO rang ¢ > 2. Goi p 14 uéc nhdé nhat khac 1
ctia ¢. Khi d6 p 1a s6 nguyen t6 (theo Tinh chat 1.1.3 1)). Mat khéc ta thay
p ¢ {p1,...,pn} (Vi néu trai lai thi p|1 d6 la dieu mau thuan). Nhu vay ta
lai tim thém dugc s6 nguyén té nita 1a p khac véi moi pi,po, ..., p,. D6 1
diéu mau thuan véi diéu gid st chi c6 n s6 nguyén to p1, ..., pn. O

Ta c6 dinh 1y quan trong sau day néi vé vai tro clia cac sé6 nguyén to trong
thanh phan cau tao nén cac so tu nhien.
Dinh 1y 1.1.5. (Dinh lij co ban ciia so6 hoc) Moi s6 ty nhién n I6n hon 1 déu
phan tich duoc thanh tich nhing thita so6 nguyén to, va su phan tich nay la
duy nhat néu khong ké dén thi tu cia cdc thua s6. Tw dé cé dang phan tich
tieu chuan ciia mot soé tu nhién n > 1 bat ky co dang nhu sau

ey, k ko
n=7p{'Py ...0
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trong dé p1,pa, . . ., Pm la cde s6 nguyén to doi mot khdac nhau, va ki, ko, . .., km,

la cac so tu nhién khdc 0.

1.2 Vanh da thic

Muc nay nhic lai mot s6 kién thitc can ban vé da thic véi hé tit trén vanh

giao hodn A ¢6 don vi.

Dinh nghia 1.2.1. Cho A la mot vanh giao hoan ¢6 don vi, n € N, va
ao, ai, ..., a, € A. Mot biéu thitc c¢6 dang

f(x)=ao+ax+...+ap_12" " + apa”

duge goi 1a mot da thitc mot bién x 1ay hé ti trong A. Tap tat ca cac da
thitc mot an z 14y hé ti trén A duge ky hieu 1a A[x]. Néu a,, # 0 thi ta néi
bac cua f(z) 1a n va ky hiéu la deg(f(x)) = n; trong truong hgp nay ta noi
a, 1 hé ti cao nhat ctia f(x). Hai da thitc 1a bang nhau néu né c6 cung bac
va cac hé tit tuong tng 1a bang nhau.

V6i hai da thic f(x), g(z) € Alx], khi d6 ton tai m € N sao cho f(x) =
Sroairt va g(x) = YU b’ (luu ¥ ring khong nhat thiét a,, # 0 va
b # 0), ta dinh nghia tong ctia f(z) va g(z) nhu sau:

m

f(@)+g(x) =) (a; +b)a'.

1=0

Trong truong hop f(z) = S0 a;x’ va g(x) = D" bir' (v6i n,m bat ki),
ta dinh nghia tich ctua f(x) va g(x) béi:

f@)g(e) = 3 e,
k=0

trong d6 ¢, = >,y aibj véi moi k =0,...,n+m.

Chua y 1.2.2. Tap Alx] cung véi phép cong va nhan cac da thic nhu dinh
nghia trén tao thanh mot vanh giao hoan, ta goi la vanh da thic moét an z
lay he tit tréen A. Trong d6 da thiic khong trong A[z] chinh 1a phan tt 0 clia
A. Phan tit 1 ctia A déng vai trd phan tit don vi ctia vanh Alz]. Khi A 1a cac
tap s6 Z,Q, R, C thi cac hé tit clia cic da thiic con goi 1a cac heé so.
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T dinh nghia da thic ta dé dang thu duge mot sé tinh chat sau day ve
bac cua da thiec.

Dinh 1y 1.2.3. Gid st f(x) va g(x) la hai da thic khac 0 cia vanh Alx].
i) Néu deg f(x) # degg(x), thi ta ¢é f(x) + g(x) # 0 va

deg(f(2) + g(z)) = max{deg f(z), deg g(2)}.
Néu degf(x) = degg(x) va f(x) + g(x) # 0 thi ta c6

deg(f(z) + g(x)) < max{deg f(z), deg g(x)}.
ii) Neu f(x)g(z) # 0 thy deg(f(x)g(z)) < deg f(x) + deg g(z).
Chu y 1.2.4. Gia sit A 1a mién nguyén. Khi d6 néu f(z), g(z) 1a cac da thic
khéac 0 ctia Alx] thi ta dé thay f(x)g(x) # 0. T d6 ta thay rang Alx] ciing

14 mién nguyeén.

Dinh nghia 1.2.5. Cho A 14 mot mién nguyen, va f(z),g(z) € Alz] v6i
g(x) # 0. Néu ton tai g(x) € Alz] sao cho f(x) = g(x)g(z) thi ta néi rang
g(x) 1a ude cua f(x), hay f(x) 1a boi ctia g(x), ta viét 1a g(x)|f(x) hodc
f(x):g(z) (trong truong hop nay ta ciing néi g(x) chia hét f(z), hoac f(x)
chia hét cho g(x)).

Tiép theo ta nhac lai vai tinh chat don gidn sau day:
B6 dé 1.2.6. Cho A la mién nguyén. Khi dé cic phat biéu sau la ding.
i) Vdia € A vam la sé tu nhién ta 6 (x — a)|(x™ — a™).
i) Néu f(z) € Alz] va a € A thi ton tai q(x) € Alzx] sao cho
f(x) = (z —a)q(z) + f(a).
Chitng minh. i) Két qua dudc suy ra tit hing dang thiic
g™ —am = (x—a) (@™ far™ . a2+ a™ .

ii) Gid st f(z) = a,2" + ap_12" ... + a1x + ao. Khi d6 f(a) = a,a” +
an_1a" .. 4 aja+ ap. T do

f(z) = fla) = ap(z" —a") + ap_r(z" ' —a" V) + ... +ai(z — a).

Theo ¥ i), ta c6 2" — a", 2"t — a"',... 2 — a chia hét cho x — a. Tt
d6 ton tai q(z) € Alz] sao cho f(z) — f(a) = (z — a)q(z), hay f(z) =
(x —a)q(z) + f(a). O



