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Mở đầu

Số học nói chung và Phương trình nghiệm nguyên nói riêng là những
lĩnh vực xa xưa nhất của Toán học, chúng cũng là những lĩnh vực còn
tồn tại nhiều những bài toán, giả thuyết chưa có câu trả lời. Trong suốt
quá trình phát triển của Toán học, Phương trình nghiệm nguyên luôn thu
hút được nhiều người quan tâm nghiên cứu và tìm hiểu. Chính việc đi
tìm lời giải cho các bài toán hay chứng minh các giả thuyết về phương
trình nghiệm nguyên đã làm nảy sinh các lí thuyết, phương pháp khác của
toán học. Các bài toán giải phương trình nghiệm nguyên không có quy tắc
giải tổng quát, hoặc nếu có cũng chỉ là đối với những dạng đơn giản. Mỗi
phương trình với dạng riêng của nó đòi hỏi phải có một cách giải đặc trưng
phù hợp. Điều này có tác dụng rèn luyện tư duy toán học mềm dẻo, linh
hoạt và sáng tạo cho người làm toán. Chính vì thế bài toán phương trình
nghiệm nguyên có mặt trong các kì thi học sinh giỏi Toán quốc gia, quốc
tế. Việc hệ thống một cách tương đối các phương pháp giải phương trình
nghiệm nguyên và đưa ra các vấn đề mở về phương trình nghiệm nguyên là
cần thiết đối với việc giảng dạy và nghiên cứu toán học, đặc biệt là trong
công tác ôn luyện học sinh giỏi.

Với lí do đó, trong luận văn này, trước tiên chúng tôi tổng hợp một
số phương pháp giải phương trình nghiệm nguyên thông qua các ví dụ cụ
thể;. Phần tiếp theo sẽ dành để giới thiệu một số giả thuyết về các vấn đề
liên quan đến phương trình nghiệm nguyên đang được quan tâm gần đây.

Nội dung luận văn gồm 2 chương.
Chương 1: Trình bày một số dạng phương trình nghiệm nguyên cơ bản

và một số phương pháp giải phương trình nghiệm nguyên thông qua các
ví dụ cụ thể.

Chương 2: Trình bày về số lũy thừa hoàn hảo, giả thuyết Pillai về số
lũy thừa hoàn hảo và một số vấn đề liên quan.
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Chương 1

Phương trình nghiệm nguyên

1.1 Phương trình tuyến tính

Định nghĩa 1.1.1. Phương trình Diophantine tuyến tính là phương

trình có dạng:

ax+ by = c, (1)

trong đó a, b, c là các số nguyên, đồng thời các biến x, y cũng chỉ nhận

các giá trị nguyên.

Giải phương trình (1) là đi tìm các cặp số nguyên (x, y) thỏa mãn (1).

Để giải phương trình (1) ta dựa vào định lí sau đây:

Định lí 1.1.2. Giả sử a, b là các số nguyên dương, d là ước chung lớn

nhất của a và b, d = (a, b). Khi đó phương trình ax + by = c không có

nghiệm nguyên nếu d không là ước của c. Nếu d |c thì phương trình có vô

số nghiệm. Hơn nữa nếu x = x0, y = y0 là một nghiệm nào đó của phương

trình, thì mọi nghiệm của phương trình có dạng:

x = x0 +

(

b

d

)

n, y = y0 −
(a

d

)

n.

Trong đó n là số nguyên.

Chứng minh.
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Giả sử (x, y) là một nghiệm của phương trình. Do d |a , d |b nên d |c . Như

vậy nếu d không là ước của c thì phương trình không có nghiệm nguyên.

Giả sử d |c. Khi đó, tồn tại các số nguyên s, t sao cho:

d = as+ bt. (2)

Do d |c nên tồn tại e nguyên sao cho de = c. Nhân hai vế của (2) với e

ta được:

c = de = (as+ bt)e = a(se) + b(te).

Như vậy, ta có một ngiệm của phương trình cho bởi x = x0 = se,

y = y0 = te.

Ta sẽ chứng minh tồn tại vô số nghiệm. Đặt x = x0 +
b
dn, y = y0 − a

dn,

trong đó n nguyên. Ta thấy cặp (x, y) xác định như trên là một nghiệm,

vì ax+ by = ax0 + a. bdn+ by0 − b.adn = ax0 + by0 = c.

Ta chứng minh rằng mọi nghiệm của phương trình phải có dạng nêu

trên.

Giả sử (x, y) là một nghiệm tùy ý, tức là x, y nguyên và thỏa mãn

ax+ by = c. Khi đó:

(ax+ by)− (ax0 + by0) = 0.

Suy ra:

a(x− x0) + b(y − y0) = 0.

Tức là:

a(x− x0) = b(y0 − y).

Chia hai vế của đẳng thức cho d, ta được:

a
d(x− x0) =

b
d(y0 − y). (3)
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Do d = (a, b) nên a
d và b

d nguyên tố cùng nhau. Từ đó suy ra y0 − y
...ad ,

tức tồn tại n nguyên sao cho a
dn = y0− y. Suy ra y = y0− a

dn. Thay giá trị

này của y vào phương trình (3) ta được x = x0 +
b
dn.

Ví dụ 1.1.3. Giải phương trình nghiệm nguyên sau: 5x+ 3y = 19

Lời giải.

Ta có (5, 3) = 1. Do 1 là ước của 19 nên phương trình đã cho có nghiệm.

Dễ thấy x0 = 2, y0 = 3 là một nghiệm của phương trình đã cho. Theo định

lí trên, các nghiệm của phương trình có dạng: x = 2 + 3n, y = 3− 5n, với

n là số nguyên.

1.2 Phương trình Fermat

1.2.1. Các bộ số Pitago

Bộ ba số nguyên dương (x, y, z) thỏa mãn x2 + y2 = z2 được gọi là một

bộ số Pitago. Ví dụ {3, 4, 5} , {6, 8, 10} là bộ số Pitago.

Rõ ràng rằng, nếu (x, y, z) là bộ số Pitago thì (kx, ky, kz) cũng là một

bộ số Pitago với mọi số tự nhiên k.

Bộ số Pitago (x, y, z) gọi là nguyên thủy nếu (x, y, z) = 1. Ví dụ

{3, 4, 5} , {5, 12, 13} là các bộ số Pitago nguyên thủy, bộ số {6, 8, 10} không

nguyên thủy.

Bổ đề 1.2.1. Nếu (x, y, z) là một bộ số Pitago nguyên thủy thì (x, y) =

(x, z) = (y, z) = 1.

Chứng minh.
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Giả sử (x, y, z) là một bộ số Pitago nguyên thủy và (x, y) > 1. Khi đó

tồn tại số nguyên tố p sao cho p |(x, y). Vì p |x và p |y nên p
∣

∣(x2 + y2) = z2 .

Do p nguyên tố mà p
∣

∣z2 nên p |z , mâu thuẫn với giả thiết (x, y, z) = 1.

Vậy (x, y) = 1.

Tương tự ta có (x, z) = (y, z) = 1.

Bổ đề 1.2.2. Giả sử (x, y, z) là một bộ số Pitago nguyên thủy. Khi đó

x chẵn, y lẻ hoặc x lẻ, y chẵn.

Chứng minh.

Giả sử (x, y, z) là một bộ số Pitago nguyên thủy. Do Bổ đề 1.2.1, (x, y) =

1, nên x và y không thể cùng chẵn. Nếu x và y cùng lẻ thì ta có

x2 ≡ y2 ≡ 1(mod4),

nên

z2 = x2 + y2 ≡ 2(mod4).

Điều này vô lí. Vậy x và y không thể cùng lẻ.

Bổ đề 1.2.3. Giả sử r, s, t là các số nguyên dương sao cho (r, s) = 1 và

rs = t2. Khi đó tồn tại các số nguyên h và l sao cho r = l2 và s = h2.

Chứng minh.

Nếu r = 1 hoặc s = 1 thì bổ đề hiển nhiên đúng. Ta giả sử r > 1 và

s > 1. Giả sử cách phân tích r, s, t ra thừa số nguyên tố có dạng sau:

r = pα1
1 pα2

2 ...pαn
n

s = p
αn+1

n+1 p
αn+2

n+2 ...p
αm
m

t = q
β1

1 q
β2

2 ...q
βk

k .



8

Vì (r, s) = 1 nên các số nguyên tố xuất hiện trong các phân tích của r và

s là khác nhau. Do rs = t2 nên pα1
1 pα2

2 ...pαn
n p

αn+1

n+1 p
αn+2

n+2 ...p
αm
m = q

2β1

1 q
2β2

2 ...q
2βk

k

Từ Định lí cơ bản của Số học ta suy ra rằng, các lũy thừa nguyên tố

xuất hiện ở hai vế của đẳng thức phải như nhau. Vậy, mỗi pi phải bằng

một qj nào đó, đồng thời αi = 2βj. Do đó, mỗi số mũ αi đều chẵn nên αi

2

là số nguyên. Từ đó suy ra r = l2, s = h2, trong đó l, h là các số nguyên:

l = p
α1/2
1 p

α2/2
2 ...p

αn/2
n

h = p
αn+1/2
n+1 p

αn+2/2
n+2 ...p

αm/2
m .

Tất cả các bộ số Pitago nguyên thủy được mô tả trong định lí sau:

Định lí 1.2.4. Các số nguyên dương x, y, z lập thành một bộ số Pitago

nguyên thủy, với y chẵn nếu và chỉ nếu tồn tại các số nguyên dương nguyên

tố cùng nhau m, n với m>n, m lẻ, n chẵn hoặc m chẵn, n lẻ sao cho

x = m2 − n2

y = 2mn

z = m2 + n2.

Chứng minh.

Giả sử (x, y, z) là bộ số Pitago nguyên thủy. Từ Bổ đề 1.2.2 ta thấy x

lẻ, y chẵn, hoặc ngược lại. Vì ta giả thiết y chẵn nên x, z đều lẻ. Do x+ z

và z − x đều là số chẵn, nên các số r = x+z
2 , s = z−x

2 đều là số nguyên.

Vì x2 + y2 = z2 nên y2 = z2 − x2 = (z + x)(z − x). Vậy:

(y

2

)2
=

(

z + x

2

)(

z − x

2

)

= rs.

Để ý rằng (r, s) = 1. Thật vậy, nếu (r, s) = d thì do d |r , d |s nên

d |(r + s) = z và d |(r − s) = x. Điều đó có nghĩa là d |(z, x) = 1 nên d = 1.
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Áp dụng Bổ đề 1.2.3 ta thấy rằng tồn tại các số nguyên m, n sao cho

r = m2, s = n2. Viết x, y, z thông qua m, n ta có:

x = r − s = m2 − n2

y =
√
4rs =

√
4m2n2 = 2mn

z = r + s = m2 + n2.

Ta chứng minh x, y, z nguyên tố cùng nhau. Giả sử ngược lại (x, y, z) =

d > 1. Khi đó tồn tại số nguyên tố p sao cho p |(x, y, z). Ta thấy rằng p

không là ước của 2 vì x lẻ (do x = m2 − n2 trong đó m2, n2 không cùng

tính chẵn lẻ). Lại do p |x , p |z nên p
∣

∣(z + x) = 2m2 và p
∣

∣(z − x) = 2n2 .

Vậy p |m , p |n : mâu thuẫn với (m, n) = 1. Do đó (x, y, z) = 1 tức là (x, y, z)

là một bộ số Pitago nguyên thủy.

1.2.2. Phương trình Fermat

Ta thấy rằng phương trình x+y = z có vô hạn nghiệm nguyên (x, y, z).

Các bộ số Pitago cũng cho ta vô hạn nghiệm nguyên của phương trình

x2 + y2 = z2. Vấn đề đặt ra là khi số mũ của các biến tăng lên, liệu rằng

phương trình xn + yn = zn với n ≥ 3 có nghiệm nguyên hay không ? nếu

có thì số nghiệm là hữu hạn hay vô hạn?

Định lí 1.2.5.(Định lí Fermat). Phương trình xn+ yn = zn không có

nghiệm nguyên x, y, z khác 0 khi n là số nguyên dương, n ≥ 3.

Định lí Fermat được chứng minh năm 1993 bởi A. Wiles, với việc sử

dụng những kiến thức cao nhất của nhiều ngành toán học khác nhau.

Trong phần này chúng ta sẽ trình bày chứng minh định lí lớn Fermat cho

trường hợp n = 4, mà mấu chốt của của chứng minh là phương pháp lùi

vô hạn do Fermat đề xuất.


