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MÐ ��U

Quy ho¤ch lçi l  mët b i to¡n cì b£n cõa lþ thuy¸t tèi ÷u. mët �°c
tr÷ng quan trång cõa lîp b i to¡n n y l  nghi»m tèi ÷u �àa ph÷ìng �·u
l  tèi ÷u to n cöc. Do �â c¡c cæng cö mang t½nh ch§t �àa ph÷ìng nh÷ giîi
h¤n, �¤o h m... câ thº sû döng mët c¡ch r§t hi»u qu£ cho lîp b i to¡n n y.

B i to¡n quy ho¤ch lçi xu§t hi»n trong nhi·u v§n �· thüc t¸ thuëc c¡c
l¾nh vüc kinh t¸, khoa håc, k¾ thuªt, mæi tr÷íng... B i to¡n n y xu§t hi»n
nh÷ mët b i to¡n phö trong c¡c ph÷ìng ph¡p gi£i b i to¡n tèi ÷u khæng
lçi nh÷ tèi ÷u to n cöc, tèi ÷u ríi r¤c. V¼ vªy vi»c nghi¶n cùu c¡c ph÷ìng
ph¡p gi£i b i to¡n quy ho¤ch lçi l  mët �· t i quan trång, luæn �÷ñc sü
quan t¥m cõa nhi·u ng÷íi.

Möc �½ch cõa b£n luªn v«n n y l  nh¬m giîi thi»u nhúng �iºm cì b£n
cõa b i to¡n tèi ÷u lçi trong khæng gian Euclid húu h¤n chi·u. Sau khi giîi
thi»u nhúng �i·u ki»n v· sü tçn t¤i nghi»m, �i·u ki»n tèi ÷u nh÷ �ành lþ
Karush-kuhn-Tucker, �ành lþ Kuhn-Tucker... luªn v«n �i s¥u v o giîi thi»u
mët sè ph÷ìng ph¡p gi£i b i to¡n quy ho¤ch lçi câ r ng buëc v  khæng
r ng buëc, kh£ vi v  khæng kh£ vi.

B£n luªn v«n gçm 2 ch÷ìng.
Ch÷ìng 1: Nh¬m möc �½ch giîi thi»u c¡c ki¸n thùc cì b£n v· h m lçi,
tªp lçi s³ �÷ñc sû döng trong ch÷ìng sau. Ngo i ra trong ch÷ìng n y cán
ph¡t biºu b i to¡n v  v½ dö, n¶u sü tçn t¤i v  t½nh ch§t cõa tªp nghi»m,
ch¿ ra �i·u ki»n tèi ÷u.
Ch÷ìng 2: Trong ch÷ìng n y chóng ta nghi¶n cùu mët sè ph÷ìng ph¡p
gi£i b i to¡n quy ho¤ch lçi cì b£n �â l  c¡c ph÷ìng ph¡p �¤o h m v  d÷îi
�¤o h m, ph÷ìng ph¡p Newton v  ph÷ìng ph¡p h m ph¤t.
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Ch÷ìng 1

Mët sè kh¡i ni»m cì b£n

Ch÷ìng n y gçm ba möc. Möc 1.1 tr¼nh b y mët sè kh¡i ni»m v  t½nh
ch§t cì b£n. Möc 1.2 ph¡t biºu b i to¡n v  v½ dö. Möc 1.3 nâi v· sü tçn
t¤i v  t½nh ch§t cõa tªp nghi»m. Möc 1.4 l  �i·u ki»n tèi ÷u. K¸t qu£ v 
kh¡i ni»m d÷îi �¥y �÷ñc l§y tø c¡c t i li»u [1], [2], [3].

1.1 Mët sè kh¡i ni»m v  t½nh ch§t cì b£n

Trong b£n luªn v«n n y, chóng ta s³ l m vi»c vîi khæng gian Euclid Rn.
Méi ph¦n tû x trong khæng gian Rn l  mët bë n sè thüc v  �÷ñc vi¸t d÷îi
d¤ng cët sè

x :=


x1

x2
...

xn

 .

Méi sè xi , i ∈ {1, ..., n}, �÷ñc gåi l  tåa �ë thù i cõa �iºm x. �º thuªn
ti»n khi vi¸t, ta quy ÷îc vectì chuyºn và cõa x l 

xT = (x
1
, x2, ..., xn) .

Cho hai v²c tì x = (x1, x2, ..., xn)
T v  y = (y1, y2, ..., yn)

T .
T½ch væ h÷îng cõa x v  y l :

〈x, y〉 := x1y1 + x2y2 + ... + xnyn.
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Kþ hi»u chu©n ‖x‖ :=
√
x21 + x22...+ x2n.

Tr÷îc h¸t ta nhc l¤i mët sè kh¡i ni»m v  t½nh ch§t cì b£n cõa gi£i t½ch
lçi nh÷: Tªp lçi, h m lçi, d÷îi vi ph¥n,. . .

Cho hai �iºm a, b ∈ Rn. Tªp t§t c£ c¡c �iºm x = (1− λ) a + λb vîi
0 ≤ λ ≤ 1 �÷ñc gåi l  �o¤n th¯ng (�âng) nèi a v  b, v  kþ hi»u [a, b] .

�ành ngh¾a 1.1. Mët tªp C ⊆ Rn �÷ñc gåi l  mët tªp lçi n¸u nâ chùa

trån �o¤n th¯ng nèi hai �iºm b§t ký thuëc nâ. Tùc l  (1− λ) a + λb ∈ C

vîi måi a, b ∈ C v  måi 0 ≤ λ ≤ 1.

C¡c v½ dö v· tªp lçi v  tªp khæng lçi:

H¼nh 1.1: (a), (b), (e)-Tªp lçi; (c), (d)- Tªp khæng lçi

�ành ngh¾a 1.2. �iºm Rn câ d¤ng

x = λ1a
1 + λ2a

2 + ... + λka
k =

k∑
i=1

λia
i,

vîi

ai ∈ Rn, λi ≥ 0,
k∑
i=1

λi = 1,

�÷ñc gåi l  mët tê hñp lçi cõa c¡c �iºm a1, a2, ..., ak.

Tªp C l  lçi khi v  ch¿ khi nâ chùa måi tê hñp lçi cõa c¡c ph¦n tû thuëc
nâ.

�ành ngh¾a 1.3. . Mët tªp C ⊆ Rn �÷ñc gåi l  mët nân n¸u

∀x ∈ C, ∀λ > 0 ⇒ λx ∈ C.

Mët nân �÷ñc gåi l  nân lçi n¸u nâ l  nân v  l  mët tªp lçi.
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Tªp C ⊆ Rn d÷îi �¥y luæn �÷ñc gi£ thi¸t l  mët tªp lçi (n¸u khæng gi£i
th½ch g¼ th¶m).

H¼nh 1.2: Nân lçi v  nân khæng lçi

�ành ngh¾a 1.4. Cho x ∈ C, nân ph¡p tuy¸n ngo i cõa C t¤i x, k½ hi»u

l  NC (x), �÷ñc x¡c �ành bði cæng thùc

NC (x) : = {w ∈ Rn\ 〈w, y − x〉 ≤ 0, ∀y ∈ C} .

�ành ngh¾a 1.5. Cho mët tªp lçi C ⊆ Rn v  mët �iºm y ∈ Rn. Ta gåi

h¼nh chi¸u cõa y tr¶n C l  �iºm x0 ∈ C sao cho∥∥x0 − y∥∥ = min
x∈C
‖x− y‖ = dC (y) .

Kþ hi»u x0 = p (y) v  gåi dC (y) l  kho£ng c¡ch tø y tîi C.

N¸u C l  mët tªp lçi �âng th¼ h¼nh chi¸u p (y) luæn luæn tçn t¤i v  duy
nh§t.

�ành ngh¾a 1.6. Ta nâi hai tªp lçi kh¡c réng C v  D trong Rn t¡ch �÷ñc

bði si¶u ph¯ng H = {x ∈ Rn : 〈t, x〉 = α} vîi t ∈ Rn\ {0} v  α ∈ R,
n¸u

infx∈C 〈t, x〉 ≥ α ≥ sup
y∈D
〈t, y〉 . (1)

�ành lþ 1.7. (�ành lþ t¡ch I). Hai tªp C v  D trong Rn kh¡c réng, khæng

câ �iºm chung câ thº t¡ch �÷ñc bði mët si¶u ph¯ng, ngh¾a l  tçn t¤i v²c tì

t ∈ Rn (t 6= 0 ) v  mët sè α ∈ R sao cho (1) thäa m¢n.

�ành ngh¾a 1.8. Ta nâi hai tªp lçi kh¡c réng C, D trong Rn l  t¡ch h¯n

bði si¶u ph¯ng H = {x ∈ Rn : 〈t, x〉 = α} , n¸u

infx∈C 〈t, x〉 > α > sup
y∈D
〈t, y〉 . (2)
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�ành lþ 1.9. (�ành lþ t¡ch II). Hai tªp lçi �âng C v  D trong Rn kh¡c

réng, khæng ct nhau vîi ½t nh§t mët trong hai tªp n y l  compact.Khi �â

câ thº t¡ch h¯n bði mët si¶u ph¯ng, ngh¾a l  tçn t¤i mët v²c tì t ∈ Rn, t 6= 0

v  mët sè α ∈ R sao cho (2) thäa m¢n.

H¼nh 1.3: (a) Hai tªp lçi C v  D �÷ñc t¡ch h¯n bði mët si¶u ph¯ng; (b) Hai tªp lçi C v  D �÷ñc t¡ch

bði si¶u ph¯ng
{
x ∈ R2|x2 = 0

}
nh÷ng khæng t¡ch h¯n �÷ñc; (c) Hai tªp C v  D giao nhau b¬ng réng

nh÷ng khæng thº t¡ch �÷ñc v¼ D khæng ph£i tªp lçi

�ành ngh¾a 1.10. Mët tªp �÷ñc gåi l  tªp lçi �a di»n, n¸u nâ l  giao cõa

mët sè húu h¤n c¡c nûa khæng gian �âng.

Nh÷ vªy, theo �ành ngh¾a, tªp lçi �a di»n l  tªp hñp nghi»m cõa mët h»
húu h¤n c¡c b§t ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh. D¤ng t÷íng minh cõa mët tªp
lçi �a di»n �÷ñc cho nh÷ sau:

D :=
{
x ∈ Rn|

〈
aj, x

〉
≤ bj, j = 1, ...,m

}
.

Ho°c n¸u ta kþ hi»u A l  ma trªn câm h ng l  c¡c v²c tì aj (j = 1, ...,m)

v  v²c tì bT = (b1, ..., bm), th¼ h» tr¶n vi¸t �÷ñc l :

D := {x ∈ Rn|Ax ≤ b} .

Chó þ r¬ng do mët ph÷ìng tr¼nh 〈a, x〉 = b câ thº vi¸t mët c¡ch t÷ìng
�÷ìng d÷îi d¤ng hai b§t ph÷ìng tr¼nh 〈a, x〉 ≤ b, 〈−a, x〉 ≤ b, n¶n tªp
nghi»m cõa mët h» húu h¤n c¡c ph÷ìng tr¼nh v  b§t ph÷ìng tr¼nh công l 
mët tªp lçi �a di»n.

�ành ngh¾a 1.11. H m f : S → (−∞,+∞] x¡c �ành tr¶n mët tªp hñp

lçi S ⊆ Rn �÷ñc gåi l  mët h m lçi tr¶n S n¸u vîi måi x, y ∈ S v  måi
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sè thüc λ ∈ [0, 1] ta câ

f (λx + (1− λ) y) ≤ λf (x) + (1− λ) f (y) .

+) H m f �÷ñc gåi l  h m lçi ch°t tr¶n S n¸u vîi måi x, y ∈ S, x 6= y

v  måi λ ∈ (0, 1) ta câ

f (λx + (1− λ) y) < λf (x) + (1− λ) f (y) .

+) H m f �÷ñc gåi l  h m lãm (lãm ch°t) tr¶n S n¸u −f l  lçi (lçi ch°t)

tr¶n S. H m f �÷ñc gåi l  tuy¸n t½nh afin (hay �ìn gi£n l  afin) tr¶n S

n¸u f vøa lçi vøa lãm tr¶n S.

Mët h m afin tr¶n Rn câ d¤ng f (x) = 〈a, x〉 + α vîi a ∈ Rn, nh÷ vªy
vîi måi x, y ∈ Rn v  måi λ ∈ [0, 1] ta câ

f (λx + (1− λ) y) = λf (x) + (1− λ) f (y) .

Tuy nhi¶n, h m afin khæng lçi ch°t hay lãm ch°t.

H¼nh 1.4: (a)-H m lçi; (b)-H m lãm

�ành ngh¾a 1.12. H m f (x) x¡c �ành tr¶n mët tªp lçi C ⊂ Rn �÷ñc gåi

l  lçi m¤nh, n¸u tçn t¤i h» sè ρ > 0 (h» sè lçi m¤nh) sao cho vîi måi

∀x, y ∈ C v  måi sè λ ∈ [0, 1] ta câ b§t �¯ng thùc:

f [λx + (1− λ) y] ≤ λf (x) + (1− λ) f (y) − λ (1− λ) ρ‖x− y‖2.

Câ thº chùng minh r¬ng h m f (x) lçi m¤nh khi v  ch¿ khi h m f (x) −
ρ‖x‖2 lçi. Rã r ng mët h m sè lçi m¤nh th¼ lçi ch°t, nh÷ng �i·u ng÷ñc
l¤i khæng chc �óng. Ch¯ng h¤n, h m ex vîi måi x ∈ R, lçi ch°t nh÷ng
khæng lçi m¤nh.


