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Mð �¦u

Ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh l  mët trong nhúng nëi dung cì b£n
v  quan trång cõa ch÷ìng tr¼nh to¡n bªc trung håc phê thæng.

�°c bi»t l  c¡c ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh chùa logarit l  nhúng
nëi dung hay v  khâ �èi vîi håc sinh v  chóng th÷íng xu§t hi»n trong
c¡c �· thi tuyºn sinh �¤i håc, cao �¯ng v  �· thi håc sinh giäi. Vi»c
gi£ng d¤y h m sè logarit �¢ �÷ñc �÷a v o ch÷ìng tr¼nh lîp 12 trong �â
ph¦n ki¸n thùc v· ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh chùa logarit chi¸m
vai trá trång t¥m.

Tuy nhi¶n do thíi gian h¤n hµp cõa ch÷ìng tr¼nh phê thæng n¶n trong
s¡ch gi¡o khoa khæng n¶u �÷ñc �¦y �õ v  chi ti¸t t§t c£ c¡c d¤ng b i
to¡n v· ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh chùa logarit v  c¡c b i to¡n li¶n
quan. V¼ vªy håc sinh th÷íng g°p nhi·u khâ kh«n khi gi£i c¡c b i to¡n
n¥ng cao v· ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh chùa logarit trong c¡c �·
thi �¤i håc, cao �¯ng v  �· thi håc sinh giäi. M°c dò �¢ câ nhi·u t i li»u
tham kh£o v· logarit vîi nëi dung kh¡c nhau nh÷ng ch÷a câ chuy¶n �·
ri¶ng kh£o s¡t v· ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh chùa logarit mët c¡ch
h» thèng.

�°c bi»t, nhi·u d¤ng to¡n v· �¤i sè v  logarit câ quan h» ch°t ch³
vîi nhau, khæng thº t¡ch ríi �÷ñc. Nhi·u b i to¡n chùa logarit c¦n câ
sü trñ gióp cõa �¤i sè, gi£i t½ch v  ng÷ñc l¤i.

Do �â, �º �¡p ùng nhu c¦u v· gi£ng d¤y, håc tªp v  gâp ph¦n nhä
b² v o sü nghi»p gi¡o döc, luªn v«n "Ph÷ìng ph¡p gi£i ph÷ìng tr¼nh,
b§t ph÷ìng tr¼nh chùa logarit v  c¡c b i to¡n li¶n quan" nh¬m h» thèng
c¡c ki¸n thùc cì b£n v· ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh chùa logarit k¸t
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hñp vîi ki¸n thùc �¤i sè, gi£i t½ch �º têng hñp, chån låc v  ph¥n lo¤i c¡c
ph÷ìng ph¡p gi£i ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh chùa logarit v  x¥y
düng mët sè lîp b i to¡n mîi.

Luªn v«n �÷ñc chia l m 3 ch÷ìng
Ch÷ìng 1. T½nh ch§t cõa h m sè logarit v  c¡c ki¸n thùc li¶n quan.
- Nh­c l¤i c¡c t½nh ch§t cõa h m sè logarit.
- N¶u c¡c �ành lþ bê trñ.
- Lîp h m tu¦n ho n v  ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh.
Ch÷ìng 2. Ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh v  h» ph÷ìng tr¼nh chùa
logarit.
- Tr¼nh b y c¡c ph÷ìng ph¡p gi£i ph÷ìng tr¼nh chùa logarit.
- Tr¼nh b y c¡c ph÷ìng ph¡p gi£i b§t ph÷ìng tr¼nh chùa logarit.
- Tr¼nh b y c¡c ph÷ìng ph¡p gi£i mët sè h» chùa logarit.
Ch÷ìng 3. C¡c b i to¡n li¶n quan �¸n h m sè logarit.
- N¶u ph÷ìng tr¼nh v  b§t ph÷ìng tr¼nh h m trong lîp h m logarit.
- N¶u c¡c b i to¡n v· d¢y sè v  giîi h¤n d¢y sè sinh bði h m logarit.

T¡c gi£ xin b y tä láng bi¸t ìn s¥u s­c �èi vîi Gi¡o s÷, Ti¸n s¾ khoa
håc Nguy¹n V«n Mªu, ng÷íi th¦y �¢ trüc ti¸p h÷îng d¨n, cung c§p t i
li»u v  truy·n �¤t nhúng kinh nghi»m nghi¶n cùu cho tæi.

Tæi xin ch¥n th nh c£m ìn c¡c th¦y, cæ gi¡o trong khoa To¡n - Tin,
pháng � o t¤o tr÷íng �¤i håc Khoa håc - �¤i håc Th¡i Nguy¶n, Tr÷íng
THPT Na R¼ v  b¤n b± �çng nghi»p �¢ gióp �ï t¤o �i·u ki»n cho tæi
ho n th nh b£n luªn v«n n y.

Th¡i Nguy¶n 2014
Lþ V«n �ùc
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Ch÷ìng 1

T½nh ch§t cõa h m sè logarit v  c¡c
ki¸n thùc li¶n quan

1.1 T½nh ch§t cõa h m sè logarit

H m sè f(x) = logax, 0 < a 6= 1 �÷ñc gåi l  h m sè logarit cì sè a.
Nhªn x²t r¬ng tªp x¡c �ành D = (0; +∞) v  tªp gi¡ trà I = R.
Trong c¡c ph¦n ti¸p theo, ta gi£ sû 0 < a 6= 1.
Nhªn x²t r¬ng h m sè f(x) = logax li¶n töc v  câ �¤o h m vîi måi
x > 0, hìn núa

f ′(x) =
1

x ln a
.

Ta kh£o s¡t t½nh �ìn �i»u cõa h m sè f(x) = logax trong 2 tr÷íng hñp.
- Tr÷íng hñp 1: a > 1.
Khi �â, ln a > 0 n¶n suy ra

f ′(x) =
1

x ln a
> 0,∀x > 0.

Vªy, khi a > 1 th¼ f(x) = logax l  h m �çng bi¸n tr¶n D.
Ta l¤i câ f(1) = 0, f(a) = 1 v  lim

x→0+
logax = −∞; lim

x→+∞
logax = +∞.

Ta câ b£ng bi¸n thi¶n sau:

x 0 1 a +∞

y = logax

−∞%
0%

1%
+∞
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- Tr÷íng hñp 2: 0 < a < 1.
Trong tr÷íng hñp n y f ′(x) < 0,∀x ∈ D.
Vªy, khi 0 < a < 1 th¼ f(x) = logax l  h m sè nghàch bi¸n tr¶n D.
Ta câ b£ng bi¸n thi¶n sau:

x 0 1 a +∞

y = logax

+∞
&0

& 1
&−∞

T½nh ch§t 1.1. f(x) = logax l  h m �çng bi¸n tr¶n D = R+ khi a > 1

v  nghàch bi¸n khi 0 < a < 1.

T½nh ch§t 1.2. Vîi måi a > 0, a 6= 1 v  x1, x2 ∈ (0; +∞), ta câ
loga(x1x2) = logax1 + logax2, loga

x1
x2

= logax1 − logax2.

T½nh ch§t 1.3. Vîi måi a > 0, a 6= 1 v  x > 0. Vîi α b§t ký, ta câ

logax
α = αlogax.

T½nh ch§t 1.4. Vîi måi 0 < a 6= 1, 0 < c 6= 1 v  x > 0, ta câ

logax =
logcx

logcx
.

T½nh ch§t 1.5. H m sè f(x) = logax (0 < a 6= 1) câ �¤o h m t¤i måi

�iºm x ∈ (0; +∞) v  (logax)′ =
1

x ln a
. N¸u h m sè u = u(x) câ �¤o h m

tr¶n kho£ng J ∈ R th¼ h m sè y = logau(x), (0 < a 6= 1) câ �¤o h m

tr¶n J v  (logau(x))′ =
u′(x)

u(x) ln a
.

T½nh ch§t 1.6. Vîi måi a > 0, a 6= 1 v  x1, x2 ∈ (0; +∞), ta câ

• Khi a > 1 th¼ logax1 < logax2 ⇔ x1 < x2.

• Khi 0 < a < 1 th¼ logax1 < logax2 ⇔ x1 > x2.
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1.2 C¡c �ành lþ bê trñ

�ành l½ 1.1. N¸u h m sè y = f(x) li¶n töc tr¶n [a; b] v  f(a).f(b) < 0

th¼ tçn t¤i c ∈ (a; b) sao cho f(c) = 0.

�ành l½ 1.2. N¸u h m sè y = f(x) li¶n töc tr¶n [a; b], f(a) = A, f(b) = B

th¼ h m sè nhªn måi gi¡ trà trung gian giúa A v  B.

H» qu£ 1.1. N¸u h m sè y = f(x) li¶n töc tr¶n [a; b] th¼ nâ nhªn måi
gi¡ trà trung gian giúa gi¡ trà lîn nh§t v  gi¡ trà nhä nh§t.

�ành l½ 1.3 (Rolle). Cho h m sè f : [a; b]→ R thäa m¢n f li¶n töc tr¶n
[a; b], câ �¤o h m tr¶n kho£ng (a; b) v  f(a) = f(b) th¼ tçn t¤i c ∈ (a; b)

sao cho f ′(c) = 0.
Chùng minh.

V¼ f(x) li¶n töc tr¶n [a; b] n¶n theo �ành l½ Weierstrass f(x) nhªn gi¡ trà
lîn nh§t M v  gi¡ trà nhä nh§t m tr¶n [a; b].
- Khi M = m ta câ f(x) l  h m h¬ng tr¶n [a; b], do �â vîi måi c ∈ (a; b)

luæn câ f ′(c) = 0.
- Khi M > m, v¼ f(a) = f(b) n¶n tçn t¤i c ∈ (a; b) sao cho f(c) = m

ho°c f(c) = M , theo bê �· Fermat suy ra f ′(c) = 0.

H» qu£ 1.2. N¸u h m sè f(x) câ �¤o h m tr¶n kho£ng (a; b) v  f(x)

câ n nghi»m (n l  sè nguy¶n d÷ìng lîn hìn 1) tr¶n (a; b) th¼ f ′(x) câ ½t
nh§t n− 1 nghi»m tr¶n (a; b).

H» qu£ 1.3. N¸u h m sè f(x) câ �¤o h m tr¶n kho£ng (a; b) v  f ′(x)

væ nghi»m tr¶n (a; b) th¼ f(x) câ nhi·u nh§t 1 nghi»m tr¶n (a; b).

H» qu£ 1.4. N¸u h m sè f(x) câ �¤o h m tr¶n kho£ng (a; b) v  f ′(x)

câ nhi·u nh§t n nghi»m (n l  sè nguy¶n d÷ìng) tr¶n (a; b) th¼ f(x) câ
nhi·u nh§t n+ 1 nghi»m tr¶n (a; b).

�ành l½ 1.4 (Lagrange). Cho h m sè f : [a; b]→ R thäa m¢n f li¶n töc
tr¶n �o¤n [a; b], kh£ vi tr¶n kho£ng (a; b), khi �â ∃c ∈ (a; b) :

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.
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Chùng minh.

X²t h m sè
F (x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
x.

Ta câ
F (x) l  h m li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b] , câ �¤o h m tr¶n kho£ng (a; b) v 
F (a) = F (b).
Theo �ành l½ Rolle tçn t¤i c ∈ (a; b) sao cho F ′(c) = 0.

M  F ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
, suy ra f ′(c) =

f(b)− f(a)

b− a
.

H» qu£ 1.5. N¸u F ′(x) = 0 vîi måi x thuëc kho£ng (a; b) th¼ F (x) b¬ng
h¬ng sè tr¶n kho£ng �â.

�ành l½ 1.5. Cho h m sè f(x) câ �¤o h m tr¶n kho£ng (a; b).
- N¸u f ′(x) > 0,∀x ∈ (a; b) th¼ f(x) �çng bi¸n tr¶n (a; b).
- N¸u f ′(x) < 0,∀x ∈ (a; b) th¼ f(x) nghàch bi¸n tr¶n (a; b).

�ành l½ 1.6 (B§t �¯ng thùc Cauchy-Schwarz). Cho hai c°p d¢y sè b§t
ký a1, a2, ..., an v  b1, b2, ..., bn. Khi �â

(a1b1 + a2b2 + ...+ anbn)
2 ≤ (a21 + a22 + ...+ a2n)(b

2
1 + b22 + ...+ b2n).

D§u b¬ng x£y ra khi v  ch¿ khi ∃k �º ai = kbi,∀i ∈ (1, 2, ..., n).

Chùng minh. X²t tam thùc bªc hai

f(x) = (a21+a22+ ...+a2n)x
2−2(a1b1+a2b2+ ...+anbn)x+(b21+b22+ ...+b2n)

- N¸u a21 + a22 + ...+ a2n = 0⇔ a1 = a2 = ... = an = 0 b§t �¯ng thùc hiºn
nhi¶n �óng.
- N¸u a21 + a22 + ...+ a2n > 0, ta vi¸t f(x) d÷îi d¤ng

f(x) = (a1x− b1)2 + (a2x− b2)2 + ...+ (anx− bn)2 ≥ 0,∀x ∈ R.

Theo �ành lþ v· d§u cõa tam thùc bªc hai th¼

∆′ = (a1b1 + a2b2 + ...+ anbn)
2 − (a21 + a22 + ...+ a2n)(b

2
1 + b22 + ...+ b2n) ≤ 0

⇔ (a1b1 + a2b2 + ...+ anbn)
2 ≤ (a21 + a22 + ...+ a2n)(b

2
1 + b22 + ...+ b2n).
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