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M¢ dau

Cho (R, m) 1a vanh giao hodn, dia phuong Noether va M 1a R-mo6dun hitu
han sinh v6i dim M = d.

Ta da biét rang 16p modun Cohen-Macaulay déng mot vai trd quan trong
trong 1y thuyét cdc vanh Noether va modun hitu han sinh. Nhic lai rang modun
M duoc goi la Cohen-Macaulay néu moi hé tham s6 la M-day chinh quy.
Cau tric cua 16p modun Cohen-Macaulay da duoc biét rd thong qua 1y thuyét
boi, modun doi dong diéu dia phuong, ddy du m-adic, dia phuong hoa, ...(xem
[BH], [Mat]). Pa c6 mot s6 md rong cua cac khai niém M -diy chinh quy
va modun Cohen-Macaulay, trong s6 dé la cac khdi niém M-day véi chiéu
> s duoc gidi thiéu bdi Brodmann-Nhan [BN] va modun Cohen-Macaulay véi

chiéu > s duoc dinh nghia b6i N. Zamani [Z].

Dinh nghia. Cho s > —1 la mot s0 nguyén. Mot day cac phan tu
(x1,...,x,) trong m dugc goi 1a M-ddy vdi chiéu > s néu x; ¢ p, voi
moi p € Assg(M/(xy,...,x;_1)M) thoa man dim(R/p) > s, véi moi
i =1,...,n. Tanéi rang M 1a modun Cohen-Macaulay vdi chiéu > s néu

moi hé tham s6 cua M 1a M-day véi chiéu > s.

RO rang rang mot M -day véi chiéu > s véi s = —1,0, 1 tuong ting 1a mot
M-day, t-day tng v6i M theo nghia cua Cuong-Schenzel-Trung [CST], va day
chinh quy suy rong tung véi M theo nghia cua L. T. Nhan [Nh]. Vi thé cac
16p modun Cohen-Macaulay véi chiéu > s trong cac truong hop s = —1,0, 1
tuong tng 1a moédun Cohen-Macaulay, f-modun dinh nghia bdi [CST] va f-
modun suy rong dugc gidi thiéu bdi Nhan-Morales [NM]. Hon nita cac nghién
cttu gan day van cho thdy rang 16p modun Cohen-Macaulay véi chiéu > s,
vGi s > 1 1a mot s6 nguyén tuy y van con nhi€u tinh chét tuong tu nhu céc
16p modun quen biét trén. That vay, nam 2009, N. Zamani [Z] da ching minh

mot s6 dic trung cia modun Cohen-Macaulay véi chiéu > s thong qua day
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dl m-adic, dia phuong héa, tinh catenary, tinh dang chiéu dén cdc thanh phan
nguyén t6 vGi chiéu > s cta tap gid ctia M. Ngoai ra, mot s6 két qua lién
quan tdi tinh hitu han cla tap idéan nguyén t6 gan két cia modun d6i dong
diéu dia phuong nhu 1a su mé rong cac két qua true day ctua Hellus [H] va

Nhan-Morales [NM] ciing da dugc dua ra trong [Z].

Tiép tuc nghién citu cua N. Zamani, mot van dé dugc dat ra 1a: Liéu rang
moédun Cohen-Macaulay véi chiéu > s ¢6 cdc ddc trung qua sé boi, kiéu da
thitc va chiéu Noether ctia modun doi dong diéu dia phuong hay khéng? Cau

hoéi nay da duoc tra 16i trong mot nghién cttu gan day ctia N. T. Dung [D].

Muc dich cua luan van la doc va trinh bay lai cac két qua cua bai bao
"Some characterizations of Cohen-Macaulay modules in dimension > s" cta
[D] duoc dang trén tap chi Bulletin of the Korean Mathematical Society nam
2014.

Luan van duoc chia thanh hai chuong. Chuong 1 bao gom céc kién thic
chuin bi: hé tham s6 va s6 boi, kiéu da thitc, biéu dién thi cap va chiéu
Noether, modun d6i dong diéu dia phuong. Muc 1 cia Chuong 2 danh dé nhic
lai cac két qua vé 16p modun Cohen-Macaulay va mot s6 md rong, trong d6
giGi thiéu vé 16p modun véi chiéu > s va mot sd dac trung cta 16p modun nay
thong qua ddy di m-adic, dia phuong héa, tinh catenary, tinh dang chiéu dén
céc thanh phan nguyén t6 véi chiéu > s cua tap gid ctia M. Céc dac trung nay
da duoc chiing minh trong [Z] va da dugc trinh bay lai trong luan van thac si
ctia Duong Thi Giang [G]. Muc 2 cua Chuong 2 1a ndi dung chinh cta luan
vin, danh dé ching minh mot s6 dic trung ciia modun Cohen-Macaulay véi
chiéu > s thong qua s6 boi e(z; M) ctia M, chiéu Noether N-dimp H' (M)
clia cdc modun doi dong diéu dia phuong HY (M), va kiéu da thic p(M) cha
M dugc gidi thiéu bai [C].

Phan két luan ctia luan van tong két cac két qua da dat duoc.



Chuong 1

Kién thic chuan bi

Trong toan bo chuong nay, ta luon ky hiéu (R, m) l1a vanh dia phuong,
Noether, A 12 R-modun Artin vd M 132 R-modun. Chuong nay danh dé nhac
lai mot s6 kién thitc dugc dung trong chuong ti€p theo: biéu dién thi cap,

chiéu Noether, s6 boi, kiéu da thic,. . .

1.1 Hé tham so6 va so boi

Muc nay danh dé nhéc lai mot so kién thifc vé ham Hilbert, hé tham s6
va s6 boi. Cac két qua nay duoc ding trong chuong sau va c6 thé duge xem

trong [Mat], [BH].

Nhic lai rang mot idéan I cua (R, m) dugc goi 1a idéan dinh nghia cua
R néu ton tain > 0 saochom” C [ C m. Khi d6 v/m" C \/Tg v/m hay
v/ I = m nén ta c¢6 I 1a m-nguyén so. Vay I 13 idéan dinh nghia néu va chi
néu I la m-nguyén so. Tuong tu idéan I C m duoc goi la idéan dinh nghia
ctia R-modun M néu ton tai n > 0 sao cho m"M C I M.

Cho [ 1a idéan dinh nghia cua R va M 1a R- modun hitu han sinh. Gia
stt {ay,...,a,} 1a hé sinh cta I. Ta ¢6 dim(R/I) = 0 nén R/I 1a vanh
Artin, tic 12 ((R/I) < oo. Do vay £x(I*M/I**1 M) < occ. Theo Dinh 1y

da thic Hilbert, v6i k du 16n, ton tai da thitc vé6i hé s6 hitu ti Py, (k) sao cho

3



Piy (k) = Cr(I*M/I*¥1M). Dat

Pyrr(n) = zn: Py (k) = zn: Cr(TFM /TN = 0p(M/TVM).
k=0 k=0

Khi d6 v6i n da 16n, Py r(n) 1a mot da thic va dugc goi la da thitc Hilbert-
Samuel cha M d6i véi I. Nguoi ta da chiing minh rdng bac cla da thic
Pyr.r(n) khong phu thudc vao cich chon idéan dinh nghia /. Hon nita, néu

chiéu Krull dim M = d thi lu6n ton tai cac phan tir x4, ..., 2, € m sao cho
CR(M/ (21, ...,2q)M) < 0.

Khi d6 ta c6 két qua sau.

Dinh 1y 1.1.1. Vi cdc gia thiét nhu trén, ta co

dim M = deg(Pyrr(n)) = min{t | 3xq,...,xp € m: Lp(M/ (21, ...,2¢) M) < 00}

Tur dinh ly trén ta c6 dinh nghia sau.
DPinh nghia 1.1.2. (i) MOt hé x := x4, ..., 24 € m duoc goi la mot hé tham
so cua M néu ((M/(z))M) < oo.
(i) Néu £ € m la mot hé tham so6 cua M thi cac phan t x4, . . ., x; dugc goi
1a mot phan hé tham so, véimoii =1, ..., d.
Chu y 1.1.3. (i) Hé tham s6 ludn ton tai.
(ii) Néu z 1a mot hé tham s6 cta M thi q = (z1,...,24) goi la idéan tham
s6 cua M, hon nita, ¢ + Anng M 1a mot idéan dinh nghia cta R, tdc la
lr(q+ Anng M) < oc.

Ménh dé sau day cho ta mét sO tinh chat co ban ctia hé tham s6, (xem

[Mat, Dinh 1y 14.1, Dinh 1y 14.2]).

Ménh dé 1.1.4. (i) Néu x la mot hé tham sé ciia M van = nq,...,ng la
mot bo gom d s6 nguyén duong thi x(n) = zi*,..., x," ciing la hé tham s¢
cua M.



(ii) Cho x1, . .., x; la mot ddy cdc phdn tir cia w, voi t < d. Khi dé,
dim(M/(xy,...,z)M) > dim M — ¢,

Pdng thitc xdy ra khi va chi khi x1, ..., x; la mot phdn hé tham so cia M.

(iii) Hé x € m la mot hé tham s6 cua M khi va chi khi x; & p, vdi moi
p € AssM/(xy,...,xi-1)M théa man dim R/p = d — i + 1, véi moi
i =1,...,d. Bdc biét, mot phan ti x € m la phan tu tham sé cua M khi va
chi khi x & p, vdi moi p € Ass M sao cho dim R/p = d.

(iv) Néu x la mot hé tham so cua M thi x ciing la hé tham sé cua M, trong

dé M la topo day du m-adic cua M.

Pinh nghia 1.1.5. Cho [/ la idéan m-nguyén so cua R, va chiéu Krull
dim M = d. Theo Dinh Iy 1.1.1, ta ¢6 Lr(M/I" M) = Pyr;(n) la da
thic v6i n da 16n, trong d6 deg Py r(n) = d. Khi d6 ton tai cdc s6 nguyén

€o, €1, - - -, €4, ey > 0 sao cho

n+d n+d—1
PM7[(71)€0< d >—€1( d—1 >+...+(—1)d€d.

Cidc s0 e, . . ., eq goi 1a hé s6 Hilbert cia M d6i véi I, ki hiéu 1a e;(I, M).
Dic biét, s6 nguyén duong e trong biéu dién trén dugc goi 1a s6 boi chia M
d6i véi I, ki hieu Ia e(I, M).

Chu ¥ rang néu [ 1a idéan dinh nghia cta M thi luon ton tai hé tham sd
T =x1...,2q5 cta M sao cho (z) la idéan rit gon cua [ tng v6i M (nghia
1a (z)I"M = I""1M). Hon nita e(I; M) = e(z; M). Vi thé, viéc tinh todn
0 boi e(I; M) cha M tng vé6i idéan dinh nghia I ¢6 thé duge quy vé truong
hop I 1a idéan sinh bdi hé tham so ctia M boi vi khi d6 ¢6 thé biéu dién s6 boi
thong qua déng diéu Koszul H,(x; M) (xem [BH]). Do d6, d¢é tién hon trong

viéc tinh todn trén s6 boi, ta nhac lai khai niém s6 boi hinh thic dugc gidi thiéu
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boi Northcott. Van gia thiét (R, m) la vanh dia phuong va M 1a R-modun
htu han sinh. Mot hé cac phan t x4, . . ., x; trong m duoc goi 1a hé bji cha
M n&u ((M/(x1,...,2:) M) < 0o, hay mot cach tuong duong, (z1,...,x;)
12 mot idéan dinh nghia cia M. Cho 0 — M — M — M" — 0

la mot day khép cac R-modun. Khi d6 x4, ..., z; 1a mot hé boi cia M néu
va chi néu x1,...,x; 1a hé boi cta M’ va M”. Tu d6 dé chiing minh duogc
rang néu xy, ..., x; 1a hé boi cia M thi o, ..., z; 12 hé boi cha M /x1 M va

0 :ps x1. Vi thé ta c6 dinh nghia sau.

Dinh nghia 1.1.6. Cho 71, . . ., z; 12 hé boi cia M. Néu t = 0, tic 1a (M) <
oo thi ta dat e((; M) = ¢(M). Néut > 0, tic 1a 6(M/(xy,...,x:)M) < 0o
thi ta co

E((O M ZEl)/(ZL'Q, e ,$t)(0 M 1'1)) < 00,

tic 1a (xo, ..., x;) 1a hé boi cua 0 :j; z1. Theo gia thiét quy nap thi
e(zay ...,z M/xy M) va e(xo, ..., x40 77 71)
12 t6n tai. Khi d6
e(r1,..., x5 M) =e(xg,...,x;; M/x1 M) — e(xg, ..., x40 171 21)
duoc goi 1a s6'boi cia M dng v6i hé boi (1, ..., zy).

Sau day la mot so tinh chét co ban cua s6 boi.

Ménh de 1.1.7. (i) 0 < e(zy,...,ap;, M) < {(M/(x1,...,z:)M). Ddc
biét, néu ton tai i sao cho x}M = 0, véi moi n la so tw nhién nao do
thi e(xy, ...,z M) = 0.

(ii) Gid sir

0O—M, —...— My — My —0



