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MÐ ��U

H m sè l  mët trong nhúng ph¦n cì b£n v  trång t¥m cõa ch÷ìng tr¼nh
to¡n Trung håc phê thæng. Trong �· thi �¤i håc, cao �¯ng v  c¡c ký thi
Olympic luæn luæn câ c¡c b i tªp v· h m sè. Lþ thuy¸t v· h m sè li¶n töc
v  kh£ vi �÷ñc sû döng r§t rëng r¢i trong c¡c b i tªp công nh÷ c¡c s¡ch
vi¸t v· h m sè.

Möc �½ch cõa �· t i luªn v«n l  tr¼nh b y mët sè �ành lþ quan trång
cõa h m kh£ vi, li¶n töc tø �â ¡p döng gi£i mët sè b i tªp têng hñp
v· h m sè. Luªn v«n tr¼nh b y v  gi£i b i to¡n têng hñp v· h m sè bªc
hai tr¶n bªc nh§t �çng thíi �÷a ra c¡c b i to¡n têng hñp v· h m sè bªc ba.

Nëi dung cõa luªn v«n �÷ñc tr¼nh b y trong hai ch÷ìng:

Ch÷ìng 1 tr¼nh b y mët sè kh¡i ni»m v  c¡c �ành lþ cì b£n v· giîi h¤n,
sü li¶n töc cõa h m mët bi¸n, c¡c �ành lþ v· h m kh£ vi.

Ch÷ìng 2 gçm 2 ph¦n. Ph¦n 1 tr¼nh b y b i to¡n têng hñp v· h m sè
bªc hai tr¶n bªc nh¥t vîi líi gi£i chi ti¸t. Ph¦n 2 tr¼nh b y c¡c b i to¡n
têng hñp h m bªc 3.

Qua �¥y, tæi xin gûi líi c£m ìn s¥u s­c tîi ng÷íi Th¦y, ng÷íi h÷îng
d¨n luªn v«n cao håc cõa m¼nh, TS. Nguy¹n Minh Khoa - tr÷íng �¤i håc
�i»n Lüc. Th¦y �¢ d nh nhi·u thíi gian v  t¥m huy¸t �º h÷îng d¨n v 
gi£i quy¸t nhúng th­c m­c cho tæi trong suèt qu¡ tr¼nh tæi l m luªn v«n.
Tæi công xin b y tä líi c£m ìn ch¥n th nh tîi c¡c Th¦y Cæ trong hëi �çng
ch§m luªn v«n th¤c s¾, c¡c Th¦y Cæ gi£ng d¤y lîp Cao håc To¡n K6B, gia
�¼nh, b¤n b±, �çng nghi»p �¢ t¤o nhúng �i·u ki»n thuªn lñi nh§t �º tæi câ
thº ho n thi»n khâa håc công nh÷ luªn v«n cõa m¼nh.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 9 n«m 2014.
Håc vi¶n

L¶ Thà Minh Anh
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Ch÷ìng 1

H m sè li¶n töc v  kh£ vi

1.1 Giîi h¤n cõa h m sè mët bi¸n sè

1.1.1 C¡c �ành ngh¾a

�ành ngh¾a 1.1. Sè A �÷ñc gåi l  giîi h¤n cõa h m sè y = f(x) khi x→ x0

n¸u h m sè y = f(x) x¡c �ành trong mët l¥n cªn cõa x0 (câ thº khæng x¡c
�ành t¤i x0): ∀ε > 0,∃δ = δ(ε) : 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− A| < ε.

V½ dö 1.1. Chùng minh r¬ng lim
x→1

(2x+ 3) = 5.

Chùng minh. Ta câ |(2x+ 3)− 5| < ε⇔ 2|x− 1| < ε⇔ |x− 1| < ε

2
Vªy ∀ε > 0,∃δ(ε) =

ε

2
⇒ ∀x : |x− 1| < δ ⇒ |(2x+ 3)− 5| < ε.

Do �â theo �ành ngh¾a ta câ lim
x→1

(2x+ 3) = 5.

�ành ngh¾a 1.2. H m y = f(x) x¡c �ành trong mët l¥n cªn cõa x0 (câ
thº khæng x¡c �ành t¤i x0) gåi l  câ giîi h¤n A khi x → x0 n¸u �èi vîi
måi d¢y xn, xn 6= x0 hëi tö �¸n x0 th¼ d¢y c¡c gi¡ trà cõa h m t÷ìng ùng
f(x1); f(x2); f(x3)...; f(xn)... hëi tö �¸n A.

V½ dö 1.2. Chùng minh r¬ng lim
x→0

x.sin
1

x
= 0.

Chùng minh. Ta nhªn th§y h m f(x) = x.sin
1

x
khæng x¡c �ành t¤i x0 = 0

nh÷ng x¡c �ành t¤i l¥n cªn x0 = 0. L§y d¢y xn b§t k¼ trong kho£ng (
−π
4

;
π

4
)
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sao cho lim
n→∞

xn = 0. Ta câ:

0 ≤ |f(xn)| = |xn.sin
1

xn
| ≤ |xn|.

V¼ lim
n→∞

xn = 0→ lim
n→∞
|xn| = 0⇒ lim

n→∞
f(xn) = 0.

Vªy theo �ành ngh¾a 2 ta câ: lim
x→0

x.sin
1

x
= 0.

V½ dö 1.3. Chùng minh r¬ng khæng tçn t¤i lim
x→1

sin
1

x− 1
.

Chùng minh. Ta l§y hai d¢y xn = 1 +
1

nπ
; �xn = 1 +

2

(4n+ 1)π
.

Ta câ lim
n→∞

xn = 1; lim
n→∞

�xn = 1. D¢y c¡c gi¡ trà t÷ìng ùng cõa h m l 

f(xn) = sin
1

1 +
1

nπ
− 1

= sinnπ = 0,

f(�xn) = sin
1

1 +
2

(4n+ 1)π

= sin(
π

2
+ 2nπ) = 1.

⇒ lim
n→∞

f(xn) = 0; lim
n→∞

f(�xn) = 1.

Vªy theo �ành ngh¾a 2, khæng tçn t¤i lim
x→1

sin
1

x− 1
.

Nhªn x²t 1.1. �ành ngh¾a 1 v  �ành ngh¾a 2 l  t÷ìng �÷ìng.

�ành ngh¾a 1.3. H m sè y = f(xn) x¡c �ành l¥n cªn b¶n ph£i x0. Sè
A �÷ñc gåi l  giîi h¤n b¶n ph£i cõa h m sè khi x → x0. Kþ hi»u A =

lim
x→(x0+0)

f(x) = f(x0 + 0) n¸u ∀ε > 0,∃δ = δ(ε) > 0,∀x : 0 < x− x0 < δ ⇒

|f(x)− A| < ε.

�ành ngh¾a 1.4. H m y = f(x) x¡c �ành t¤i l¥n cªn b¶n tr¡i x0 (câ thº
khæng x¡c �ành t¤i x0). Sè A gåi l  giîi h¤n tr¡i cõa h m f(x) khi x→ x0,
kþ hi»u A = lim

x→(x0−0)
f(x) = f(x0 − 0) n¸u ∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0 : ∀x ∈

0 < x0 − x < δ ⇒ |f(x)− A| < ε.
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V½ dö 1.4. T¼m giîi h¤n mët ph½a cõa h m sè:

f(x) = 2014 +
1

1 + 5

1

x− 1

, x→ 1.

Gi£i. Ta câ:
1

1− x
→ +∞ khi x→ 1− 0.

Do �â
1

1 + 5

1

x− 1

→ 0. Vªyf(1 − 0) = 2014 khi x → 1 + 0. Ta câ

1

1− x
→ −∞, do �â 5

1

x− 1 → 0. Vªy f(1 + 0) = 2015.

1.1.2 C¡c t½nh ch§t cõa giîi h¤n

T½nh ch§t 1.1. N¸u lim
x→x0

f(x) = A, A l  mët sè húu h¤n khi �â h m f(x)

l  bà ch°n trong mët l¥n cªn n o �â V (x0), tùc l  ∃ mët sè M > 0 sao

cho: |f(x)| ≤M, ∀x ∈ V (x0), x 6= x0.

Chùng minh. �i·u ki»n cõa �ành lþ �£m b£o tçn t¤i mët l¥n cªn V (x0) sao
cho: 1 > |f(x)− A| ≥ |f(x)| − |A|.
⇒ |f(x)| < 1+ |A| vªy 1+ |A| �âng vai trá cõa M. T½nh ch§t 1 �÷ñc chùng
minh.

T½nh ch§t 1.2. N¸u lim
x→x0

f(x) = A,A 6= 0 l  sè húu h¤n, khi �â câ mët

l¥n cªn V (x0) �º sao cho |f(x)| > |A|
2
,∀x ∈ V (x0), x 6= x0.

T½nh ch§t 1.3. N¸u lim
x→x0

f1(x) = A1, lim
x→x0

f2(x) = A2 v  câ mët l¥n cªn

V (x0) : f1(x) ≤ f2(x),∀x ∈ V (x0), x 6= x0 th¼ A1 ≤ A2.

T½nh ch§t 1.4. N¸u lim
x→x0

f1(x) = A, lim
x→x0

f2(x) = A v  f1(x) ≤ ϕ(x) ≤

f2(x),∀x ∈ V (x0), x 6= x0 th¼ lim
x→x0

ϕ(x) = A.

T½nh ch§t 1.5. (Ti¶u chu©n Cauchy) C¦n v  �õ �º ∃ lim
x→x0

f(x) húu h¤n

l  h m y = f(x) x¡c �ành ð mët l¥n cªn cõa x0 (câ thº trø ra x0) v  ∀ε > 0

∃ l¥n cªn V (x0) sao cho: |f(x′)− f(x”)| < ε, ∀x′, x” ∈ V (x0);x
′, x” 6= x0.
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T½nh ch§t 1.6. Cho lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B;A,B húu h¤n.Khi

�â: lim
x→x0

[f(x) ± g(x)] = A ± B; lim
x→x0

[f(x).g(x)] = A.B v  n¸u B 6= 0 th¼

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
A

B
.

V½ dö 1.5. Chùng minh r¬ng lim
x→0

sinx

x
= 1.

Chùng minh. H m f(x) =
sinx

x
khæng x¡c �ành t¤i �iºm x0 = 0 nh÷ng

x¡c �ành t¤i l¥n cªn cõa nâ ch¯ng h¤n V (x0) = x : 0 < |x| < π

2
.

Tr÷íng hñp 1: 0 < x <
π

2
, tø h¼nh v³ ta câ: S4AOM < SquatAOM < S4AOT

⇔ 1

2
OA.MH <

1

2
.OAÂM <

1

2
.OA.AT (1.1)

⇔MH < ÂM < AT ⇔ sinx < x < tanx⇔ 1 <
sinx

x
<

1

cosx
.

Tr÷íng hñp 2:
−π
2

< x < 0, �°t x = −t⇒ 0 < t <
π

2
.

V¼ cosx = cos(−t) = cost; sinxx =
sin(−t)
−t

=
sint

t
v  do 0 < t <

π

2
n¶n

(1.1) v¨n �óng khi
−π
2

< x < 0.

Do lim
x→0

1

cosx
= 1⇒ lim

x→0

sinx

x
= 1.
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1.2 Sü li¶n töc cõa h m mët bi¸n

1.2.1 C¡c �ành ngh¾a

�ành ngh¾a 1.5. H m f(x) �÷ñc gåi l  li¶n töc t¤i �iºm x0 n¸u nâ thäa
m¢n hai �i·u ki»n:
i) f(x) x¡c �ành t¤i x0 v  l¥n cªn.
ii) lim

x→x0
= f(x0). �iºm x0 khi �â gåi l  �iºm li¶n töc cõa y = f(x).

�ành ngh¾a 1.6. H m f(x) �÷ñc gåi l  li¶n töc tr¡i (ho°c ph£i) t¤i �iºm
x0 n¸u nâ thäa m¢n hai �i·u ki»n sau:
i) f(x) x¡c �ành t¤i x0 v  l¥n cªn tr¡i ho°c ph£i cõa �iºm x0.
ii) f(x0 − 0) = f(x0) ho°c f(x0 + 0) = f(x0).

�ành ngh¾a 1.7. H m f(x) �÷ñc gåi l  li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b] n¸u nâ li¶n
töc t¤i ∀x ∈ (a, b) v  li¶n töc ph£i t¤i x = a, li¶n töc tr¡i t¤i x = b.

1.2.2 C¡c t½nh ch§t cõa h m li¶n töc tr¶n �o¤n

T½nh ch§t 1.7. Cho f(x) l  h m sè li¶n töc tr¶n [a,b] v  f(a).f(b) < 0.

Khi �â ∃c ∈ (a, b) : f(c) = 0.

Chùng minh. Khæng gi£m t½nh têng qu¡t ta gi£ thi¸t f(a) < 0; f(b) > 0.
�°t α0 = a, β0 = b⇔ f(α0) < 0; f(β0) > 0.

�°t u0 =
α0 + β0

2
, n¸u f(u0) = 0 th¼ c = u0, n¸u f(u0 < 0) th¼ �°t

α1 = u0, β1 = β0 cán n¸u f(u0 > 0) th¼ �°t α1 = α0, β1 = u0. Ta l¤i x²t
[α1, β1] v  câ f(α1).f(β1) < 0.

Ti¸p töc �°t u1 =
α1 + β1

2
v  qu¡ tr¼nh ti¸p di¹n vîi thuªt to¡n l°p l¤i.Nh÷

vªy ta s³ nhªn �÷ñc [αn, β(n)], un =
αn + βn

2
.

N¸u f(un) = 0 th¼ c = un v  c ch¿ l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh
f(x) = 0.
N¸u f(un) < 0 th¼ ta �°t αn+1 = un, βn+1 = βn; cán n¸u f(un > 0) th¼ �°t
αn+1 = αn, βn+1 = un.
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Ti¸p töc qu¡ tr¼nh n y ra væ h¤n ta nhªn �÷ñc 2 d¢y sè αn, βn còng hëi
tö v  câ chung giîi h¤n l  c. Tø �¥y ta nhªn �÷ñc f(c) = 0 v  câ �i·u ph£i
chùng minh.

T½nh ch§t 1.8. (Weierstrass 1) N¸u h m sè f(x) li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b]

th¼ nâ s³ bà ch°n tr¶n �o¤n §y.

T½nh ch§t 1.9. ( Weierstrass 2) N¸u h m sè f(x) li¶n töc tr¶n �o¤n [a,b]

th¼ nâ �¤t gi¡ trà lîn nh§t, gi¡ trà nhä nh§t tr¶n �o¤n §y.

T½nh ch§t 1.10. N¸u h m sè f(x) li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b] v  µ ∈ [m,M ]

m = min f(x),M = maxf(x) th¼ ∃ξ ∈ (a, b) : f(ξ) = µ.

1.3 C¡c �ành lþ v· h m kh£ vi

1.3.1 �ành lþ Fecmat

�ành lþ 1.1. Gi£ sû h m y = f(x) x¡c �ành trong kho£ng (a, b). N¸u f(x)

�¤t cüc trà t¤i mët �iºm c ∈ (a, b) v  n¸u t¤i c tçn t¤i �¤o h m húu h¤n

f ′(c) th¼ f ′(c) = 0.

1.3.2 �ành lþ Rolle

�ành lþ 1.2. Cho h m sè y = f(x) x¡c �ành li¶n töc tr¶n �o¤n [a; b] v 

kh£ vi trong kho£ng (a;b) gi£ sû f(a) = f(b) khi �â tçn t¤i c ∈ (a; b) sao

cho f ′(c) = 0.

Chùng minh. Theo t½nh ch§t cõa h m li¶n töc ⇒ ∃M = max f(x),
m = minf(x).
Khi �â câ hai kh£ n«ng x£y ra: ho°c c£ 2 gi¡ trà M, m �¤t t¤i 2 mót a,b
tùc l : f(a) = f(b) = m = M ⇒ f(x) = C(const), ∀x ∈ (a; b).

⇒ f ′(n) = 0, ∀x ∈ (a; b) ⇒ f ′(x) = 0,∀x ∈ (a; b) ho°c câ mët gi¡ trà �¤t
t¤i c ∈ (a; b) v  theo �ành lþ Fecmat ta câ f ′(c) = 0.

V½ dö 1.6. Cho f(x) = (x − 1)(x − 2)...(x − 2014). Chùng minh r¬ng

ph÷ìng tr¼nh f ′(x) = 0 câ �óng 2013 nghi»m.
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Chùng minh. Ta câ f1 = f2 = ... = f2014.
�p döng �ành lþ Rolle cho c¡c �o¤n [1; 2]; [2; 3]; ...; [2013; 2014]

⇒ ∃c1 ∈ [1; 2]; c2 ∈ [2; 3]; ...; c2013 ∈ [2013; 2014] sao cho
f ′(c1) = 0, f ′(c2) = 0, ..., f ′(c2013) = 0.
Ta l¤i câ do f(x) l  �a thùc bªc 2014 ⇒ f ′(x) l  �a thùc bªc 2013. ⇒
f ′(x) = 0 câ �óng 2013 nghi»m C1;C2;C3; ...;C2013.

V½ dö 1.7. Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh f(x) = x2− xsinx− cosx = 0.

Gi£i. V¼ f
(
−Π

2

)
> 0, f(0) < 0, f

(
Π

2

)
> 0 do �â theo t½nh ch§t cõa

h m li¶n töc f(x) = 0 câ ½t nh§t 2 nghi»m.
N¸u f(x) = 0 câ væ sè nghi»m lîn hìn ho°c b¬ng 3 th¼ theo �ành lþ Rolle
f ,(x) = 0 câ ½t nh§t 2 nghi»m nh÷ng v¼ f ,(x) = 2x−sinx−xcosx+sinx =

x(2 − cosx) = 0 ch¿ câ 1 nghi»m x = 0. Do �â f(x) = 0 ch¿ câ �óng hai
nghi»m.

1.3.3 �ành lþ Lagrange

�ành lþ 1.3. Cho h m sè y = f(x) x¡c �ành, li¶n töc tr¶n [a, b] v  kh£ vi

trong (a, b), khi �â tçn t¤i ½t nh§t mët �iºm c ∈ (a, b) sao cho

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Chùng minh. X²t h m bê trñ h(x) = f(x)− f(a)− (x− a)
f(b)− f(a)

b− a
∀x ∈ [a, b].
Th§y r¬ng h m h(x) thäa m¢n �ành lþ Rolle n¶n ∃c ∈ (a, b): h′(c) = 0.

V¼ h′(x) = f ′(x) − f(b)− f(a)

b− a
⇒ h′(c) = f ′(c) − f(b)− f(a)

b− a
= 0 →

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
, c ∈ (a, b).

V½ dö 1.8. Cho 0 < b < a, chùng minh:
a− b
a

< ln
a

b
<
a− b
b

.

Chùng minh. X²t h m sè f(x) = lnx tr¶n[a, b]: f(x) li¶n töc tr¶n �o¤n
[b, a], f ′(x) = 1,∀x ∈ (b, a). Khi �â theo �ành lþ Lagrange ∃c ∈ (b, a) sao
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