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Líi nâi �¦u

Di»n t½ch l  mët trong nhúng nëi dung quan trång trong H¼nh håc

phê thæng, c¡c b i to¡n t½nh di»n t½ch, chùng minh di»n t½ch c¡c h¼nh

luæn l  c¡c b i to¡n câ m°t trong c¡c k¼ thi håc sinh giäi c¡c c§p. Nhi·u

b i to¡n H¼nh håc b· ngo i khæng chùa y¸u tè di»n t½ch nh÷ng n¸u ng÷íi

l m to¡n bi¸t kh²o l²o dòng y¸u tè di»n t½ch th¼ s³ nhªn �÷ñc mët líi

gi£i hay, b§t ngí, câ nhúng tr÷íng hñp n¸u khæng sû döng di»n t½ch th¼

khæng thº gi£i �÷ñc. �¥y l  cì sð khoa håc �º t¡c gi£ lüa chån �· t i

cho b£n luªn v«n �Ph÷ìng ph¡p di»n t½ch� .

D÷îi ti¶u �· tr¶n t¡c gi£ �¢ t¼m ra mët ph÷ìng ph¡p hay �º gi£i quy¸t

c¡c b i to¡n H¼nh håc ph¯ng: T½nh di»n t½ch c¡c h¼nh v  dòng di»n t½ch

nh÷ mët cæng cö hé trñ �º gi£i c¡c b i to¡n h¼nh håc. B£n luªn v«n gçm

Líi nâi �¦u, hai ch÷ìng, K¸t luªn v  danh möc t i li»u tham kh£o.

Ch÷ìng 1. Kh¡i ni»m di»n t½ch, ph÷ìng ph¡p t½nh di»n t½ch.

Ch÷ìng n y nh¬m x¥y düng l¤i kh¡i ni»m di»n t½ch cõa mët h¼nh. B­t

�¦u tø di»n t½ch �a gi¡c �÷ñc x¥y düng b¬ng ph÷ìng ph¡p ti¶n �·, �¥y

l  nhúng y¸u tè cì sð �º câ kh¡i ni»m v· h¼nh kh£ di»n, �çng thíi c¡c

cæng thùc �ìn gi£n nh§t, cì b£n nh§t �º t½nh di»n t½ch c¡c h¼nh.

Ngo i c¡ch t½nh di»n t½ch b¬ng c¡ch ¡p döng trüc ti¸p c¡c cæng thùc,

ta cán ¡p döng �÷ñc ph÷ìng ph¡p tåa �ë v  t½ch ph¥n x¡c �ành. Méi

ph÷ìng ph¡p �÷ñc l m rã bði c¡c kÿ thuªt v  minh håa b¬ng c¡c b i

to¡n �iºn h¼nh. Nëi dung ch÷ìng gçm c¡c ph¦n:

- C¡c ti¶n �· v· di»n t½ch.
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- T½nh di»n t½ch b¬ng c¡ch ¡p döng c¡c cæng thùc.

- T½nh di»n t½ch b¬ng cæng cö t½ch ph¥n.

Ch÷ìng 2. Ph÷ìng ph¡p di»n t½ch trong h¼nh håc ph¯ng.

Ch÷ìng n y t¡c gi£ �÷a ra mët ph÷ìng ph¡p mîi gåi l  kÿ thuªt �sû

döng di»n t½ch nh÷ ch§t xóc t¡c�. Kÿ thuªt n y �÷ñc dòng �º:

- Gi£i c¡c b i to¡n chùng minh h¼nh håc (chùng minh hai �o¤n th¯ng

b¬ng nhau, chùng minh h» thùc, chùng minh t½nh song song, t½nh �çng

quy cõa c¡c �÷íng th¯ng, t½nh th¯ng h ng cõa c¡c �iºm, chùng minh

c¡c b§t �¯ng thùc h¼nh håc...).

- Gi£i c¡c b i to¡n v· t¼m cüc trà h¼nh håc, c¡c b i to¡n t½nh to¡n.

- Gi£i c¡c b i to¡n v· düng h¼nh.

- Gi£i c¡c b i to¡n t½nh tªp hñp �iºm (quÿ t½ch).

Ch½nh kÿ thuªt �dòng di»n t½ch nh÷ ch§t xóc t¡c� l  þ t÷ðng cì b£n

cõa ph÷ìng ph¡p di»n t½ch m  chóng tæi nghi¶n cùu trong �· t i n y.

T i li»u tham kh£o gçm 8 danh möc.

T¡c gi£ �¢ nhªn �÷ñc sü gióp �ï tªn t¼nh cõa th y h÷îng d¨n, PGS.TS

Nguy¹n Vi»t H£i, trong vi»c t¼m hiºu c¡c v§n �· cõa b£n luªn v«n v 

tr¼nh b y theo mët tr¼nh tü logic. T¡c gi£ xin b y tä láng bi¸t ìn ch¥n

th nh tîi tªp thº c¡c th y, cæ cõa Khoa To¡n- Tin, �¤i håc Khoa håc-

�¤i håc Th¡i Nguy¶n; c¡c th y, cæ cõa Vi»n To¡n håc- Vi»n Khoa håc

Vi»t Nam v  th y h÷îng d¨n; nhúng ng÷íi �¢ tªn t¼nh gi£ng d¤y, gióp

�ï t¡c gi£ trong suèt khâa håc cao håc t¤i �¤i håc Th¡i Nguy¶n v  ho n

th nh b£n luªn v«n n y.

Th¡i Nguy¶n, ng y 19 th¡ng 9 n«m 2014

T¡c gi£

Nguy¹n Thà Luy¸n
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Ch÷ìng 1

Kh¡i ni»m di»n t½ch, ph÷ìng ph¡p
t½nh di»n t½ch

1.1 C¡c ti¶n �· v· di»n t½ch. C¡c h¼nh kh£ di»n

1.1.1 Di»n t½ch �a gi¡c. �ành lþ tçn t¤i v  duy nh§t

L§y tr¶n m°t ph¯ng Euclide E2 mët h¼nh F n o �â v  gi£ sû �÷íng

g§p khóc L ⊂ F chia h¼nh F\L th nh 2 ph¦n F1,F2 . Ta nâi h¼nh F �÷ñc

chia th nh c¡c h¼nh F
′

1 = F1 ∪ L; F
′

2 = F2 ∪ L cán h¼nh F �÷ñc gåi l 

têng cõa c¡c h¼nh F
′

1, F
′

2 v  vi¸t F = F
′

1+ F
′

2.

H¼nh 1.1:

Nhî l¤i r¬ng �a gi¡c l  mët h¼nh ph¯ng m  câ thº chia �÷ñc th nh

mët sè húu h¤n c¡c tam gi¡c. �a gi¡c �÷ñc gåi l  �a gi¡c �ìn n¸u bi¶n

cõa nâ nâ l  �÷íng g§p khóc kh²p k½n, khæng câ �iºm ký dà.

Ta kþ hi»u M l  tªp hñp c¡c �a gi¡c tr¶n m°t ph¯ng Euclide E2. Ta
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nâi r¬ng di»n t½ch �a gi¡c �÷ñc x¡c �ành n¸u ¡nh x¤ S : M → R∗+ thäa

m¢n c¡c ti¶n �· sau:

i. F ∼= F' ⇒ S(F) = S(F') (b§t bi¸n qua ph²p díi h¼nh).

ii. F = G + H ⇒ S(F) = S(G) + S(H) (T½nh ch§t cëng t½nh cõa S).

iii. S(F0) = 1 vîi F0 l  h¼nh vuæng câ c¤nh b¬ng 1 . Sè d÷ìng S(F) �÷ñc

gåi l  �ë �o hay di»n t½ch cõa �a gi¡c F.

�ành lþ 1.N¸u h m S(F) tçn t¤i th¼ �èi vîi h¼nh chú nhªt P c¤nh câ �ë

d i x, y h m S câ d¤ng S(P)=xy.

Chùng minh. Gi£ sû h m S(F) tçn t¤i v  ta x²t nâ tr¶n tªp hñp M0

t§t c£ c¡c h¼nh chú nhªt. Khi �â S(P) l  h m cõa x v  y x¡c �ành vîi

måi x, y ∈ R∗+ v  ch¿ nhªn gi¡ trà d÷ìng: S(P)=f(x,y). H m n y câ c¡c

t½nh ch§t sau:

(a) f(x,y) = f(y,x).

(b) f(x1+x2, y) = f(x1, y) + f(x2, y).

T½nh ch§t (a) suy ra tø �i·u ki»n i. Vîi chó þ r¬ng hai �a gi¡c câ c¤nh

x, y v  c¤nh l  y, x l  hai �a gi¡c b¬ng nhau.

T½nh ch§t (b) suy ra tø �i·u ki»n ii. Ta kþ hi»u f(x, y) |y=const = g(x).

Tø t½nh ch§t (b) suy ra: g(x1+x2) = g(x1) + g(x2),∀x1, x2 ∈ R∗+.

Theo k¸t qu£ cõa gi£i t½ch, h m g(x) câ t½nh ch§t n y, x¡c �ành tr¶n tªp

H¼nh 1.2:

hñp R∗+ v  ch¿ nhªn gi¡ trà d÷ìng, �÷ñc biºu di¹n bði g(x) = k.x, trong

�â k = const. Ngh¾a l  f(x, y) |y=const = k.x.
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Vîi c¡c gi¡ trà y = const kh¡c nhau th¼ gi¡ trà k công kh¡c nhau, bði vªy

ta ph£i coi k = k(y). Nh÷ th¸ ta nhªn �÷ñc f(x,y) = k(y).x. �°t x = 1 ta

�÷ñc f(1,y) = k(y). Bði vªy ta câ t½nh ch§t (c): f(x,y) = f(1,y).x.Tø (a)

v  (c) suy ra: f(1,y) = f(y, 1) = f(1,1).y v  (b) câ d¤ng f(x,y) = f(1,1).x.y.

Nh÷ng theo ti¶n �· iii. f(1,1) = 1. Do �â, S(P) = x.y.(�pcm)

H¼nh vuæng F0 sao cho S(F0) = 1 �÷ñc gåi l  h¼nh vuæng �ìn và. Rã

r ng h¼nh vuæng n y x¡c �ành n¸u chån �÷ñc �o¤n th¯ng �ìn và. �i·u

ki»n t½ch cõa hai �o¤n th¯ng �÷ñc hiºu l  t½ch hai �ë d i cõa chóng.

H» qu£ 1. N¸u h m S(F) tçn t¤i th¼ :

i. Vîi h¼nh chú nhªt P, sè S(P) b¬ng t½ch cõa �¡y v  �÷íng cao.

ii. Vîi h¼nh thang tòy þ T, sè S(T) b¬ng t½ch �÷íng trung b¼nh v  �¡y.

iii. Vîi tam gi¡c tòy þ H, sè S(H) b¬ng nûa �ë d i mët c¤nh nh¥n

vîi �÷íng cao t÷ìng ùng.

iv. Vîi h¼nh b¼nh h nh b§t ký B, sè S(B) b¬ng t½ch mët c¤nh vîi �÷íng

cao t÷ìng ùng.

Chùng minh.

K¸t qu£ i �¢ câ ð tr¶n. K¸t qu£ ii hiºn nhi¶n tr¶n h¼nh v³ 1.3. X²t iii.

H¼nh 1.3:
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SABC = SAFNB + SFNC = SBNMA= EF.AH =
1

2
BC.AH

Cuèi còng x²t iv.

SABCD = SABD + SBCD=1
2AB.DH+1

2CD.BH1 = AB.DH.

H» qu£ �÷ñc chùng minh.

Nh÷ vªy v§n �· cán l¤i l  tçn t¤i hay khæng h m S(F)?

Gåi AB l  mët c¤nh cõa �a gi¡c F, n¸u H l  �iºm khæng ký dà tr¶n

c¤nh n y th¼ tçn t¤i h¼nh trán B(H, ε) sao cho h¼nh F1= F ∩ B(H, ε) l 

mët nûa h¼nh trán. Tçn t¤i tia [HN) thäa m¢n 2 �i·u ki»n sau:

+ [HN) vuæng gâc vîi �÷íng th¯ng (AB).

+ [HN) ∩ B(H, ε)\F1 6= ∅.
V²c tì �ìn và −→n1 câ h÷îng còng h÷îng vîi tia [HN) �÷ñc gåi l  ph¡p

v²c tì �ìn và ngo i cõa �a gi¡c F. Nh÷ vªy vîi méi c¤nh cõa �a gi¡c F

ta �·u x¡c �ành �÷ñc ph¡p v²c tì �ìn và ngo i. Gi£ sû �a gi¡c F câ k

c¤nh. Ta kþ hi»u li l  �ë d i c¤nh thù i; −→ni l  ph¡p v²c tì �ìn và ngo i

ùng vîi c¤nh n y; Hi l  �iºm n o �â tr¶n �÷íng th¯ng chùa c¤nh thù i.

L§y �iºm O tr¶n m°t ph¯ng cõa �a gi¡c F v  lªp têng

k∑
i=1

li
−−→
OHi.
−→ni. (1.1)

Têng n y khæng phö thuëc v o vi»c chån �iºm O, khæng phö thuëc v o

vi»c chån �iºm Hi tr¶n �÷íng th¯ng chùa c¤nh thù i cõa �a gi¡c.

H¼nh 1.4:
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