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LỜI MỞ ĐẦU 

Khi nghiên cứu độ phức tạp tính toán và tính hiệu quả của thuật toán Newton 

giải phương trình đa thức phức, Smale đã chứng minh một bất đẳng thức, sau 

này được gọi là bất đẳng thức Smale. Từ bất đẳng thức này, Ông đã đưa ra một 

giả thuyết, sau này được gọi là giả thuyết giá trị trung bình Smale.  

Từ giả thuyết giá trị trung bình Smale (ngắn gọn: Giả thuyết Smale), nhiều vấn 

đề và giả thuyết mới nảy sinh: Chứng minh và mở rộng Giả thuyết Smale, Quan 

hệ giữa Giả thuyết Smale với động học phức, Quan hệ giữa Giả thuyết Smale 

với các vấn đề của toán học tính toán,…  

Động học phức (complex dynamics) nghiên cứu dáng điệu và đặc biệt là tính hội 

tụ của một dãy giá trị của hàm phức ( )f z  xuất phát từ một điểm ban đầu 0z  qua 

phép lặp 1

0 0( ) ( ( )).k kf z f f z   Dãy các điểm  0( )kf z  được gọi là quĩ đạo của 

hàm f  xuất phát từ điểm ban đầu 0.z   

Xuất phát từ giá trị ban đầu 0 ,z  ánh xạ Newton 
( )

( )
( )

P

P z
N z z

P z
 


 với ( )P z  là 

đa thức, cho một dãy các giá trị  0( ) ,k

PN z  trong đó  1

0 0( ) ( ) .k k

P PN z N N z   Như 

vậy, dãy các giá trị  0( )k

PN z  tạo thành một quĩ đạo xuất phát từ 0.z  Một câu hỏi 

tự nhiên đặt ra là: Xuất phát từ điểm 0z  nào thì thuật toán Newton hội tụ?     

Như vậy, ta thấy động học phức liên quan chặt chẽ với thuật toán Newton và có 

thể giúp soi sáng hơn giả thuyết giá trị trung bình Smale. Nghiên cứu mối quan 

hệ giữa động học phức với thuật toán Newton và giả thuyết Smale là một vấn đề 

thời sự và thú vị của toán lý thuyết, giải tích số và toán ứng dụng.  

Luận văn Giả thuyết giá trị trung bình Smale và động học phức trình bày mối 

quan hệ giữa động học phức với sự hội tụ của thuật toán Newton và giả thuyết 

giá trị trung bình của Smale, dựa theo cuốn sách [4] và các bài báo [6], [7].  

Nội dung của luận văn gồm 2 chương: 
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Chương 1: Trình bày một số kiến thức của giải tích phức (đa thức phức, ánh xạ 

phân thức và ánh xạ chỉnh hình, ánh xạ Mobius và hàm liên hợp,…). Nghiên 

cứu động lực học trên mặt phẳng phức (tập Fatou và tập Julia), trình bày Thuật 

toán Newton cho đa thức, Phương pháp lặp Newton, tính hội tụ của phương 

pháp Newton. 

Chương 2: Trình bày giả thuyết giá trị trung bình Smale, mối quan hệ giữa động 

lực học phức với giả thuyết giá trị trung bình Smale và sự phát triển giả thuyết 

Smale. 
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Chương 1 

ĐỘNG HỌC PHỨC VÀ THUẬT TOÁN NEWTON  

1.1 Một số khái niệm cơ bản của giải tích phức 

1.1.1 Số phức 

Kí hiệu 1 i   được gọi là đơn vị ảo.  Số phức là các số dạng ,z x iy   trong 

đó x  và y  là hai số thực. Tập tất cả các số phức được kí hiệu là .   

 Số  2 2z x y   được gọi là môđun của số phức .z x iy     

Mặt phẳng phức Mỗi số phức z x iy   cho tương ứng với một điểm M  có 

tọa độ  ,x y  trong mặt phẳng Eclid hai chiều và môđun của số phức z  chính là 

độ dài của vectơ ,OM  tức là 2 2 .z x y OM    Ngược lại, mọi điểm 

 ,M x y  trên mặt phẳng Eclid hai chiều tương ứng với số phức .z x iy   Do 

đó ta có tương ứng một-một giữa tập hợp số phức  với mặt phẳng Eclid hai 

chiều. Mặt phẳng này được gọi là mặt phẳng phức. 

Mặt cầu Riemann Ðể hiểu rõ bản chất của điểm vô cùng trên mặt phẳng phức, 

cũng như sử dụng trong nghiên cứu dáng điệu của hàm số tại vô cùng, Riemann 

đã biểu diễn tập hợp các số phức theo cách sau. 

Định nghĩa 1.1.1 Mặt cầu Riemann S  là mặt cầu trong không gian Euclid ba 

chiều với hệ tọa độ Descartes vuông góc 0xy  có tâm là điểm 
1

(0,0, ),
2

I  bán 

kính 
1

2
r   và  phương trình 

2 2 2 ,        hay  

2

2 2 1 1
.

2 4
  

 
    

 
 

Kí hiệu  0,0,1N  là điểm cực bắc của mặt cầu, 1z S  là một điểm bất kì nào đó 

khác N  trên mặt cầu.  Đường thẳng 1Nz  cắt mặt phẳng 0xy  tại .z  Ngược lại, 

lấy 0 ,z xy  nối Nz  cắt S  tại 1.z  Như vậy, ta có một tương ứng một-một giữa 
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mặt cầu Riemann và mặt phẳng phức. Phép tương ứng trên được gọi là phép 

chiếu nổi và 1z  đuợc gọi là điểm Riemann của số phức .z  Khi 1z  dần đến điểm 

cực bắc ,N  tia 1Nz  tiến dần tới tia song song với mặt phẳng 0 .xy  Do đó, ta có 

thể xem điểm N S  ứng với điểm z   và mặt cầu Riemann tương ứng với 

mặt phẳng phức mở rộng  gồm tất cả các điểm trên mặt phẳng phức bổ sung 

thêm điểm .z    

 

Trên đây ta mới thiết lập sự tương ứng giữa các điểm của mặt cầu S với mặt 

phẳng phức thông qua hình học. Ta cũng có thể thiết lập sự tương ứng giữa 

chúng bằng các hệ thức đại số. Theo giả thiết ba điểm (0,0,1),N 1( , , )z     và 

( , ,0)z x y  thẳng hàng. Do đó, ta có biểu thức: 

1
.

1x y

   
 

  

Suy ra  

,
1

x






.

1
y







 

Vậy      

.
1

i
z x iy

 




  


 

Mặt khác, vì 1( , , )z     nằm trên mặt cầu S  nên 2 2 2 .       Từ đó suy ra 
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2 2 2

2 2 2

2 2
.

(1 ) (1 ) 1
z x y

    

  

 
    

  
 

Vậy ta được   

2
,

1

x

z
 


2

,
1

y

z
 



2

2
.

1

z

z
 


 

Công thức trên cho thấy sự tương ứng một-một giữa tập hợp các số phức và tập 

hợp các điểm trên mặt cầu ,S  và điểm N  tương ứng với điểm z   của mặt 

phẳng phức mở rộng .  

1.1.2  Dãy số phức 

Định nghĩa 1.1.2 Dãy số  nz  được gọi là hội tụ đến điểm z   nếu với mỗi 

0   tồn tại một số tự nhiên N  sao cho nz z    với mọi n   mà .n N   

Nếu  nz  hội tụ đến z  thì ta viết: lim n
n

z z


   hay 0.nz z   

1.1.3  Hàm phức 

Một  ánh xạ  :f   cho tương ứng mỗi số phức một giá trị phức được gọi là 

hàm số của biến số phức, hay hàm phức.  

Định nghĩa 1.1.3 Điểm    được gọi là nghiệm (hoặc không điểm) của hàm  

( )f z  nếu ( ) 0.f    

Điểm z   được gọi là điểm bất động của ánh xạ f  nếu ta có ( ) .f z z    

Nhận xét rằng điểm bất động của hàm f  cũng chính là nghiệm của phương 

trình ( ) ( ) 0.F z f z z      

Giả sử , ,D U V  là các tập nào đó trong mặt phẳng phức .  Hai hàm : ,f D U  

:g U V  cho trước. Hàm hợp của hai hàm và là hàm : D V    được xác 

định bởi công thức sau 

    ( ) ( ) .z f g z f g z     

Đôi khi ta cũng viết .fg   Nói chung .fg gf   
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Giả sử  D   là một tập mở trong tập số phức .   

Định nghĩa 1.1.4 Hàm số :f D  được gọi là có giới hạn M  khi z  tiến tới 

điểm 0z D   nếu với mỗi dãy 0nz z  ta có dãy   .nf z M   

Định nghĩa trên tương đương với: Hàm số :f D  được gọi là có giới hạn 

M  khi z  tiến tới điểm 0z D   nếu với mỗi 0   tồn tại một số 0   sao cho 

( )f z M    với mọi z D   mà 
0 .z z     

Khi hàm số có giới hạn ,M  ta viết 
0

lim ( ) .
z z

f z M


   

Định nghĩa 1.1.5 Hàm số :f D  được gọi là liên tục tại điểm 0x D   nếu 

với mỗi 0   tồn tại một số 0   sao cho 
0( ) ( )f z f z    với mọi z D   mà 

0 .z z     

Nếu f  liên tục tại mọi điểm của D  thì f  được gọi là liên tục trên .D   

Định nghĩa 1.1.6 Hàm số :f D  được gọi là khả vi phức tại điểm 0z D   

nếu tồn tại ánh xạ tuyến tính :   sao cho   

     
0

0 0( ) ( ) ( )
lim 0.
z z

f z z f z z

z





  


 

Định nghĩa trên tương đương với: Nếu 
0

0 0( ) ( )
lim
z z

f z z f z

z

 
 tồn tại thì ta nói 

hàm số :f D  được gọi là khả vi (có đạo hàm) tại điểm 0 .z D  

Kí hiệu đạo hàm  của hàm số :f D  tại điểm 0z D  là 0( ).f z  Ta có  

0

0 0
0

( ) ( )
( ) lim .

z z

f z z f z
f z

z

 
   

Định nghĩa 1.1.7 Điểm    được gọi là điểm tới hạn của ( )f z  nếu ( ) 0f   . 

Giá trị ( )f   với ξ là điểm tới hạn của ,f  được gọi là giá trị tới hạn của .f  

Trong nhiều trường hợp, hàm khả vi tại một điểm 0z D  là chưa đủ để nghiên 

cứu các tính chất của hàm phức. Vì vậy ta cần định nghĩa sau.    


