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Mð �¦u

Lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà cõa Nevanlinna �÷ñc �¡nh gi¡ l  mët

trong nhúng th nh tüu �µp �³ v  s¥u s­c cõa to¡n håc trong th¸

k� hai m÷ìi. �÷ñc h¼nh th nh tø nhúng n«m �¦u cõa cõa th¸ k�, lþ

thuy¸t Nevanlinna câ nguçn gèc tø nhúng cæng tr¼nh cõa Hadamard,

Borel v  ng y c ng câ nhi·u ùng döng trong c¡c l¾nh vüc kh¡c nhau

cõa to¡n håc. Lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà cê �iºn l  sü têng qu¡t hâa

�ành lþ cì b£n cõa �¤i sè, ch½nh x¡c hìn, lþ thuy¸t nghi¶n cùu sü

ph¥n bè gi¡ trà cõa c¡c h m ph¥n h¼nh tø C v o C∪{∞}. Trung t¥m

cõa lþ thuy¸t n y gçm hai �ành lþ cì b£n cõa Nevanlinna. �ành lþ cì

b£n thù nh§t l  mët c¡ch vi¸t kh¡c cõa cæng thùc Poisson - Jensen,

�ành lþ n y nâi r¬ng h m �°c tr÷ng T (r, a, f) khæng phö thuëc v o

a n¸u t½nh sai kh¡c mët �¤i l÷ñng bà ch°n, trong �â a l  mët sè phùc

tòy þ. �ành lþ cì b£n thù hai thº hi»n nhúng k¸t qu£ �µp nh§t, s¥u

s­c nh§t cõa lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà, �ành lþ n y �÷a ra mèi quan

h» giúa h m �°c tr÷ng v  h m x§p x¿.

N«m 1933, H. Cartan [3] �¢ chùng minh �ành lþ sau �¥y:

Cho f : C −→ Pn(C) l  �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n

tuy¸n t½nh, Hi, i = 1, ..., q, l  c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t. Vîi
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méi ε > 0 ta câ
q∑

j=1

m(r,Hj, f) ≤ (n+ 1 + ε)T (r, f),

trong �â b§t �¯ng thùc �óng vîi måi r > 0 n¬m ngo i mët tªp câ �ë

�o Lebesgue húu h¤n.

K¸t qu£ tr¶n cõa H. Cartan l  cæng tr¼nh �¦u ti¶n v· mð rëng lþ

thuy¸t Nevanlinna cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh. Sû döng k¸t qu£ �â

æng �¢ �÷a ra c¡c ÷îc l÷ñng sè khuy¸t cho c¡c �÷íng cong ch¿nh

h¼nh giao vîi c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t. Cæng tr¼nh n y cõa

æng �¢ �÷ñc �¡nh gi¡ l  h¸t sùc quan trång v  mð ra mët h÷îng

nghi¶n cùu mîi cho vi»c ph¡t triºn lþ thuy¸t Nevanlinna. Bði vªy,

lþ thuy¸t Nevanlinna cho c¡c �÷íng cong ch¿nh h¼nh sau n y �÷ñc

mang t¶n hai nh  to¡n håc nêi ti¸ng cõa th¸ k� 20, �â l  �Lþ thuy¸t

Nevanlinna - Cartan".

Nhúng n«m g¦n �¥y, vi»c mð rëng k¸t qu£ cõa Cartan cho tr÷íng

hñp c¡c si¶u m°t thu hót �÷ñc sü chó þ cõa nhi·u nh  to¡n håc. N«m

2004, M. Ru [12] �¢ chùng minh gi£ thuy¸t cõa B. Shiffman [14] �°t ra

v o n«m 1979. Cö thº, æng �¢ chùng minh r¬ng: Cho f : C → Pn(C)

l  �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n �¤i sè, Dj, j = 1, ..., q, l 

c¡c si¶u m°t bªc dj ð và tr½ têng qu¡t. Khi �â

(q − (n+ 1)− ε)T (r, f) ≤
q∑

j=1

d−1
j N (r,Dj, f) + o(T (r, f)),

trong �â b§t �¯ng thùc tr¶n �óng vîi måi r �õ lîn n¬m ngo i mët

tªp câ �ë �o Lebesgue húu h¤n. K¸t qu£ tr¶n �¢ �÷ñc Q. Yan v 
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Z. Chen [4] mð rëng cho tr÷íng hñp h m �¸m t½nh �¸n bëi ch°n

(hay cán gåi l  h m �¸m cöt). K¸t qu£ �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:

Gi£ sû f : C → Pn(C) l  mët ¡nh x¤ ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n

�¤i sè v  Dj, 1 ≤ j ≤ q l  q si¶u m°t trong Pn(C) câ bªc dj t÷ìng

ùng, ð và tr½ têng qu¡t. Khi �â vîi méi ε > 0, tçn t¤i mët sè nguy¶n

d÷ìng M sao cho

q − (n+ 1)− ε)T (r, f) ≤
q∑

j=1

d−1
j NM(r,Dj, f) + o (T (r, f)) ,

trong �â b§t �¯ng thùc tr¶n �óng vîi måi r �õ lîn n¬m ngo i mët

tªp câ �ë �o Lebesgue húu h¤n.

Cho �¸n nay, khi nghi¶n cùu sü tçn t¤i cõa c¡c ¡nh x¤ ch¿nh h¼nh

thæng qua £nh ng÷ñc cõa c¡c si¶u m°t, ng÷íi ta th÷íng sû döng �ành

lþ cì b£n thù hai kiºu Nevanlinna - Cartan thæng qua h m �¸m t½nh

�¸n bëi ch°n. Ngo i ra �ành lþ Nevanlinna - Cartan cán cho ta hiºu

th¶m v· t½nh suy bi¸n cõa �÷íng cong ch¿nh h¼nh.

Möc ti¶u ch½nh cõa luªn v«n l  tr¼nh b y l¤i c¡c k¸t qu£ �¢ �÷ñc

�÷a ra cõa Q. Yan v  Z. Chen vîi cæng cö nghi¶n cùu chõ y¸u l 

Lþ thuy¸t Nevanlinna - Cartan cho c¡c ¡nh x¤ ch¿nh h¼nh tø C v o

Pn(C).

Luªn v«n �÷ñc chia th nh 2 ch÷ìng còng vîi ph¦n mð �¦u, k¸t

luªn v  danh möc t i li»u tham kh£o.

Ch÷ìng 1 tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc cì sð v· h m ph¥n h¼nh, c¡c

�ành ngh¾a v  t½nh ch§t cõa c¡c h m Nevanlinna. Tr¼nh b y chùng

minh �ành lþ cì b£n thù hai cõa Nevanlinna cho h m ph¥n h¼nh.

Ch÷ìng 2 tr¼nh b y chùng minh mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai
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cho ¡nh x¤ ch¿nh h¼nh c­t c¡c si¶u m°t ð và tr½ têng qu¡t. Ch÷ìng

n y �÷ñc vi¸t düa tr¶n cæng tr¼nh cõa Q. Yan, Z. Chen [4].

Luªn v«n �÷ñc ho n th nh d÷îi sü h÷îng d¨n khoa håc cõa

TS. T¤ Thà Ho i An. T¡c gi£ xin b y tä láng bi¸t ìn ch¥n th nh

�¸n TS v· sü gióp �ï khoa håc m  TS �¢ d nh cho t¡c gi£ v  �¢ t¤o

nhúng �i·u ki»n thuªn lñi nh§t �º t¡c gi£ ho n th nh luªn v«n.

T¡c gi£ xin tr¥n trång c£m ìn c¡c th¦y cæ gi¡o tr÷íng �¤i håc

S÷ ph¤m thuëc �¤i håc Th¡i Nguy¶n, �°c bi»t l  Th y H  Tr¦n

Ph÷ìng v  c¡c th¦y cæ gi¡o tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m H  Nëi v  c¡c

th¦y cæ gi¡o Vi»n To¡n håc �¢ gi£ng d¤y v  gióp �ï t¡c gi£ ho n

th nh khâa håc v  luªn v«n.

T¡c gi£ công xin ch¥n th nh c£m ìn Ban Gi¡m hi»u tr÷íng Cao

�¯ng Cæng ngh» v  Kinh t¸ Cæng nghi»p, gia �¼nh, b¤n b± �¢ t¤o

måi �i·u ki»n thuªn lñi nh§t cho t¡c gi£ trong qu¡ tr¼nh håc tªp.
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Ch÷ìng 1

Lþ thuy¸t Nevanlinna cho h m

ph¥n h¼nh

Trong ch÷ìng n y chóng tæi nh­c l¤i mët sè ki¸n thùc cì b£n s³

�÷ñc sû döng trong c¡c ph¦n sau. C¡c ki¸n thùc cõa ch÷ìng n y

�÷ñc tr½ch d¨n tø [1], [5], [7], [9], ...

1.1 H m ph¥n h¼nh

1.1.1 �ành ngh¾a. Cho D l  mët mi·n trong m°t ph¯ng phùc C,

h m f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) �÷ñc gåi l  C-kh£ vi t¤i z0 ∈ C n¸u tçn

t¤i giîi h¤n húu h¤n lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h
.

Gi¡ trà �â �÷ñc gåi l  �¤o h m phùc cõa h m f(z) t¤i z0.

H m f(z) �÷ñc gåi l  C-kh£ vi trong D n¸u nâ C - kh£ vi t¤i måi

z0 ∈ D.

1.1.2 �ành ngh¾a. H m f(z) �÷ñc gåi l  ch¿nh h¼nh t¤i z0 ∈ C n¸u

nâ C - kh£ vi trong mët l¥n cªn n o �â cõa z0.

H m f(z) �÷ñc gåi l  ch¿nh h¼nh tr¶n D n¸u nâ ch¿nh h¼nh t¤i måi
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�iºm z thuëc D.

Tªp c¡c h m ch¿nh h¼nh tr¶n mi·n D, k½ hi»u l  H(D).

1.1.3 �ành ngh¾a. H m f(z) ch¿nh h¼nh trong to n m°t ph¯ng

phùc C �÷ñc gåi l  h m nguy¶n.

1.1.4 �ành lþ. H m f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) ch¿nh h¼nh tr¶n D n¸u

c¡c h m u(x, y) v  v(x, y) l  R2 - kh£ vi tr¶n D v  tr¶n �â c¡c h m

u(x, y), v(x, y) thäa m¢n �i·u ki»n Cauchy - Riemann, tùc l 

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
,∀ (x, y) ∈ D.

1.1.5 �ành lþ. Gi£ sû f(z) l  mët h m ch¿nh h¼nh trong mi·n húu

h¤n D ⊂ C. Khi �â trong méi l¥n cªn cõa méi �iºm z ∈ D, h m

f(z) �÷ñc khai triºn th nh chuéi

f(z) = f(z0) +
(z − z0)

1!
f ′(z0) +

(z − z0)
2

2!
f ′′(z0) + . . . (1.1)

Hìn núa, chuéi tr¶n hëi tö �·u �¸n h m f(z) trong h¼nh trán

|z − z0| ≤ ρ tòy þ n¬m trong D.

Chuéi (1.1) �÷ñc gåi l  chuéi Taylo cõa h m f(z) trong l¥n cªn

cõa �iºm z0.

1.1.6 �ành ngh¾a. �iºm z0 ∈ C �÷ñc gåi l  khæng �iºm bªc m > 0

(hay khæng-�iºm c§p m > 0) cõa h m f(z) n¸u f (n)(z0) = 0, cho

måi n = 1,...,m− 1 v  f (m)(z0) 6= 0.

1.1.7 �ành ngh¾a. H m f(z) �÷ñc gåi l  h m ph¥n h¼nh trong

D ⊂ C n¸u f =
g

h
trong �â g, h l  c¡c h m ch¿nh h¼nh trong D.
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N¸u D = C th¼ ta nâi f(z) ph¥n h¼nh tr¶n C hay �ìn gi£n l  f(z)

l  h m ph¥n h¼nh.

1.1.8 �ành ngh¾a. �iºm z0 �÷ñc gåi l  cüc �iºm c§p

m > 0 cõa h m f(z) n¸u trong l¥n cªn cõa z0 h m f(z) =
1

(z − z0)m
.h(z),

trong �â h(z) l  h m ch¿nh h¼nh trong l¥n cªn cõa z0 v  h(z0) 6= 0.

1.1.9 �ành lþ (Cæng thùc Poiison - Jensen). Gi£ sû f(z) 6≡ 0 l 

mët h m ph¥n h¼nh trong h¼nh trán {|z| ≤ R} vîi 0 < R < ∞. Gi£

sû aµ, µ = 1, ...,M, l  c¡c khæng �iºm kº c£ bëi, bν, ν = 1, 2, ..., N,

l  c¡c cüc �iºm cõa f trong h¼nh trán �â, công kº c£ bëi. Khi �â,

n¸u z = reiθ(0 < r < R), f(z) 6= 0, f(z) 6= ∞ th¼

log |f(z)| = 1

2π

2π∫
0

log
∣∣f(Reiφ)

∣∣ R2 − r2

R2 − 2Rr cos(θ − φ) + r2dφ

+
M∑

µ=1

log

∣∣∣∣R(z − aµ)

R2 − aµz

∣∣∣∣− N∑
ν=1

log

∣∣∣∣R(z − bν)

R2 − bνz

∣∣∣∣.
(1.2)

1.2 Lþ thuy¸t Nevanlinna cho h m ph¥n h¼nh

1.2.1 C¡c h m Nevanlinna cho h m ph¥n h¼nh

Gi£ sû f l  h m ph¥n h¼nh trong �¾a b¡n k½nh R v  r < R.

Kþ hi»u n(r,∞, f) (t÷ìng ùng, n(r,∞, f), l  sè c¡c cüc �iºm t½nh

c£ bëi, (t÷ìng ùng, khæng t½nh bëi)), cõa h m f trong �¾a �âng b¡n

k½nh r. Gi£ sû a ∈ C, ta �ành ngh¾a

n(r, a, f) = n
(
r,∞,

1

f − a

)
,
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