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MG dau

Cung véi khai niém gidi han, tinh lién tuc va tinh kha vi ctia ham sb
14 nhitng nhitng kién thic co s6 quan trong ciia giai tich toan hoc. Trong
chuong trinh toan hoc & bac pho thong, tinh chat ctia ham sé lién tuc trén
mot doan dudc ap dung nhicu, phong phii va da dang trong cac bai toan
khac nhau, nhat 1a cac bai toan vé sy ton tai nghiém ctia cadc phuong trinh.

Dinh 1y Rolle, Dinh 1y Lagrange, tinh don diéu ctia ham s6 ciing thuong
dugc st dung trong céc deé thi c6 tinh nang cao, nhu thi hoc sinh gioéi cap
quoc gia hay quoc té trong nhiéu bai toan khac nhau, dac biet 1a chitng
minh cac bat ding thic, gidi phuong trinh, hé phuong trinh, v.v..

Hién nay da c6 kha nhiéu tu liéu (sach gido khoa, sach tham khéo, khoa
luan, luan van, chuyéen dé Hoi thao, v.v..) bang tiéng Viéet ve ing dung tinh
lien tuc va tinh kha vi ctia ham s trong khdo sat ham s6, ching minh
bat déng thitc, gidi phuong trinh, bat phuong trinh,v.v.. Nhan xét ring,
ngoai phuong trinh ham, nhin chung cidc van dé trén day da phan la déi
v6i nhitng ham s6 so cap cu thé, nén chua cé tinh khai quét.

V6i suy nghi va § tudng d6, muc tiéu ctia luan vin nay nham khai thac
tinh lien tuc va tinh kha vi cia ham mot bién trong phuong trinh va bat
déng thic khong déi v6i cac ham s6 cu thé ma la bat k.

Vé tinh lién tuc, luan van trinh bay mot sé van dé c6 tinh 1y thuyét ctia
ham lien tuc, nhu tinh tr mat (gia tri trung gian), tinh bi chén, tinh 161,
V.V..

Vé phuong trinh, trong luan vin nay da xét bai toan vé diém bat dong
d6i v6i cac ham lien tuc trén mot doan hitu han (compact), phuong trinh
ham, phuong trinh vi phan, v.v..

Ve bat dang thiic, ngoai mot sd bat dang thiic dbi v6i cac ham cu thé,
luan van chii yéu quan tam dén bat ding thic ham, bat diang thic dao
ham tong quat. Dac biét, luan van con trinh bay mot s6 bat dang thitc dao
ham ndi tiéng nhu bat déng thitc Landau, bat ding thitc Kolmogorow, bat



dang thic Landau-Kolmogorow va bat dang thiic Steklov ddi véi cac ham
kha vi mot bién. Day 1a nhitng bat ding thic ctia Toan hoc cao cap chua
dugc trinh bay trong céic tai lieu bang Tiéng Viet & cap do Toan so cap.

Két cau ctia Luan van gom c6: Md dau, hai chuong noi dung chinh, Két
luan va Tai liéu tham khao.

Chuong 1: Ham s6 lién tuc va tng dung, trinh bay khai quat vé ham s6
lien tuc, mot sb tinh chat chuyéen sau ctia ham s6 lien tuc, diém bat dong
cua cac ham lién tuc va cac phuong trinh ham.

Chuong 2: Ham kha vi va ing dung. Noi dung chuong trinh bay mot
sO kién thic co sd vé dao ham vi phan, cac dinh 1f vé gia tri trung binh.
Tt cac kién thitc nén tang d6, noi dung quan trong ciia chuong 1a xét cac
phuong trinh, ding thic va bat dang thic doéi véi cac ham kha vi tong
quat.

Luan van dugc hoan thanh dudi sy huéng dan va chi bao tan tinh cua
TS. Nguyén Van Ngoc- Truong Dai hoc Thang Long. Tu day long minh,
em xin dudc bay té long biét on sau sac doi véi su quan tam, dong vien,
va chi bdo huéng dan ctia Thay. Em xin tran trong cdm on Ban Giam hiéu
va cac thay, co trong truong Dai hoc Khoa hoc, Dai hoc Thai Nguyeén,
da tan tinh giang day va gitp d6 em hoan thanh khéa hoc cao hoc tai
Truong. Dong thoi toi xin gt 161 cAm on téi tap thé 16p cao hoc Toan 16p
N- Truong Dai hoc Khoa Hoc, Dai hoc Thai Nguyén.



Chuong 1

Ham sb lién tuc va dng dung

Chuong nay trinh bay ngin gon cdc khai niém va tinh chat clia ham
lien tuc mot bién va mot s6 bai toan lien quan. Céc kién thitc ctia chuong
nay duge hinh thanh chi yéu duge tit cac tai lieu [1] va [6].

1.1 Tinh lién tuc ctia ham sb

1.1.1 Cac khai niém co ban

Dinh nghia 1.1. Gia st I C R la mot khoang hodc hé khoang ctia truc
thie v f 1a ham nhan gia tri thyc trong mién I. C6 dinh diém x9 € R (
bao ham cé truong hop xg € I). Ta noéi f ¢6 gidi han [ € R tai zg va viét

e =

néu véi moi € > 0, ton tai 6 > 0,0 = d(¢) sao cho néu
x €l ,x#xg|r—mx| <0thi|f(z)-1I <e.
Dinh nghia 1.2. Cho ham s6 f xac dinh trong tap X va s6 a € X. Ham
f duogc goi 1a lien tuc tai a néu lim f(z) = f(a) hay Ve > 0,30 > 0: Vx €
r—a

X, |lxr—al <éth |[f(x)— fla)] <e.

Dinh nghia 1.3. Ham f dudc goi la lién tuc phdi tai a néu

lim f(z) = f(a).

rz—at

Ham f dugc goi la lién tuc trdi tai a néu

lim f(z) = f(a).

Tr—a—
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Néu cdc hé thiic trén day khong ton tai thi ta néi ham f(x) tai xy 6 gidn
doan tuong ing phdi, trdi.

Nhan xét 1.1. Ham f lién tuc tai a khi va chi khi

lim, f(r) = T f(x) = lim [(x) = (o)

rx—at T—a

Dinh nghia 1.4. Mot ham khong lién tuc tai a dugc got la ham gian doan
tar a.

Dinh nghia 1.5. Ham f lién tuc tai moi diéem x € (a;b) ta néi f lién tuc
trén khoang (a;b).

Dinh nghia 1.6. Ham so f lién tuc trén khodng (a;b) va lién tuc phdi tai
a , lién tuc trdi tai b ta noi rang f lién tuc trén [a;b].

1.1.2 Céac tinh chit co ban

+ Tong, hieu, tich thuong (véi didu kien mau khac 0 ) clia cdc ham lién
tuc tai a la ham lién tuc tai a.

+ Néu ham f lién tuc tai @ vd ham ¢ lien tuc tai f(a) thi ham hop g o f
lién tuc tai a.

+ Néu f lién tuc tai a va f(a) > L thi f(x) > L ¢ lan can ctia a hay
36 > 0 sao cho f(a) > L v6i moi x ma |z — a| <.

1.2 Mot sb tinh chat cta lién tuc

Dinh 1y 1.1. (Tinh tra mat ctia ham lién tuc). Néu ham f(x) lién tuc
trén doan [a;b] va f(a)f(b) < 0 thi ton tai c € (a;b) sao cho f(c) = 0.

Chiing minh. Dé chitng minh dinh i ta thuc hien phuong phap chia dai
doan [a; b].
Néu trong qua trinh thurc hién ta tim duge diém ¢ € (a;b) sao cho f(c) =0
thi dinh 1i dugce chiing minh.
Néu khong tim dugc ¢ thi qué trinh trén gitp ta xay dung ducc cac day
doan long nhau [a,; b,] trong d6

b—a

flan) <0, f(b,) >0vac,=b,—ay o




Ta co

lim f(an) - f( lim an) - f(C) < 0.

n—00 n—00
Tuong tu
lim f(bn) = f(lim b,) = f(c) = 0,
trong d6 ¢ € (a;b). Vay ton tai ¢ € (a;b) sao cho f(c) = 0. []

Dinh 1y 1.2. ( Dinh Iy vé gia tri trung gian ctia ham lién tuc). Néu f(x)
lien tuc trén [a;b], tht f(x) nhan gid tri trung gian gita f(a) va f(b). Tic
la, vdi moi v nam gita f(a) va f(b) luén ton tai gid tri ¢ € [a;b] sao cho

fle) =1.

Chaing minh. Khong mat tinh tong quat, gid st f(a) < f(b).

Ta thay dinh 1y dé dang dugce chiing minh khi v = f(a) hoac v = f(b).
Xét v véi f(a) < v < f(b) ta di chiing minh ton tai gia tri ¢ € [a;b] sao
cho f(c) = 7.

That vay, xét ham g(z) = f(z) — v 1a mot ham lién tuc trén [a; b].

Ta lai ¢6 g(a) < 0,g(b) > 0 theo Dinh 1y 1.1 ludn ton tai gia tri v € (a;b)
dé g(c) = 0.

Dicéu d6 cho thay luon ton tai gia tri ¢ € [a;b] sao cho f(¢) = 7. Dinh ly
duge chiing minh. ]

Dinh 1y 1.3. Néu ham so f(x) lién tuc trén [a;b] thy ham so dat duoc gid
tri nhé nhat va lon nhat trén [a;b]. Tic la ton tai xm,, Ty € [a;b] sao cho
vdi moi x € [a;b] ta luon o f(xy,) < f(x) < f(aznm).

Chiing minh. Truéce hét, ta di chiing minh f(x) bi chén trén [a; b]. Gia st
f(z) khong bi chan tren [a; b, titc 1a v6i moi n € N ton tai x,, € [a;b] sao
cho |f(x,)| > n.

Day (x,,) bi chdn nén theo dinh li Balzano-Weierstrass ton tai mot day con
clia n6 x,, — xo € [a;b] ma f(x,,) < ng. Chuyén qua giéi han nay ta c6
|f(x0)| = +00 mau thudn vi f(z) lién tuc tai xy. Vay f(z) bi chin.

. 1
Goi m = inf f(x), M = sup f(x). Lay e = —,n € N*, Iz, € [a;}], sao
;0] [a;b] n

1
cho — > f(x,) —m > 0.
n

Theo dinh li Balzano-Weierstrass ton tai mot day con ctia n6 x,,, cia (z,)



1 .
théa man x,, — x,, va — > f(z,, ) —m < 0. Lay gi6i han ta dugc
ng

lim f(x,, )= f(z,) =m.

T—00

Tuong t ton tai xy; dé f(xy) = sup f(x) = M. H
[a:0]
Hé qua 1.1. Néu f : [a;b] — R lién tuc thi f([a;b]) = [m; M] C R
trong do m = inf f(x), M = sup f(x).
[asb] [a;0]
Bai toan 1.1. ( Ham Dirichlet). Xét tinh lién tuc ciia ham so

D(x) = 1, néux la so hiu ty,
10, néux la so vo ty.

Lai gidi. Vi trong bat ky lan can nao cta diém hitu ty tim duge cac diem
vo ty va ngudc lai, nén v6i diém x, bat ki trong khodng (—oo; +00) khong
ton tai gi6i han lim,_,, D(x).
Nhu vay, tai méi mot diém clia truc thyc ton tai sy gidn doan loai hai (tit
hai phia).
Bai toan 1.2. ( Ham Riemann). Trén doan [0; 1] zét ham so

1 AL p N A A A - .2

—,neu r == la phan so toi gian,

fle)=9¢  q

0, mneéu x la so vo ty.
Ching minh rang tai méi diém hiu tyj ham so cé gidn doan loai mot, con
tai moi diém vo ty ham so la lien tuc.
Loi gidi. Gid st zg 1a mot diem tuy ¥ ctia doan [0; 1]. V6i s6 € > 0 chi ton
tai mot s6 hitu han cac s6 tu nhién ¢ < —, nghia 1a trong doan [0, 1] chi

€

c6 mot s6 hitu han cac so6 hitu ty ]—), ma f(z—j) = — > ¢. Diém x c6 thé
q q q
dugce bao bdi lan can (xg — d; zg + ), sao cho trong d6 khong c6 diem nao

da noi & trén (ngoai trit c6 the 1a diem ).
Khi d6 véi |x —xg| < 9; (z # xg) du z 1a hitu ty hay vo ty, ta co |f(x)| < e.
Nghia 13, v6i moi xg ton tai

f(ZC() + 0) = f(.r() - 0) = 0.

6



Néu zg 14 s6 vo ty, thi f(z) = 0, nghia 1a tai diém nay ham s6 13 lién tuc,
néu xy 1a s6 hiu ty, thi f(xzg) # 0, do d6 ¢6 gian doan thong thuong tu
hai phia.

Bai toan 1.3. Chitng minh rang, néu f(x) la ham lién tuc, thi

F(x) = |f(x)]
cung la ham lién tuc.
Loi gidi. Gid stt € > 0 tuy ¥. Khi d6 ton tai § = d(e, z,), sao cho
|f(x) — f(x,)]| < e, khi |z —z,| < 0.
Stt dung bat dang thitc ||A| — |B|| < |A — B, ta c6

[F(x) = F(xo)| = [|f ()| = [f(zo)|| < [f(2) = f()| <&
néu |x — x,| < 0, nghia 1a F(z) cling 1a ham lien tuc.

Bai toan 1.4. Chiing minh rang, néu ham f(x) lién tuc trén doan [a;b]
thi ham

mi) = inf 1S(@)], M(r) = max |F(©)
cung la nhing ham lién tuc trén [a; b].
Loi gidi. Vi f(x) lien tuc trén doan [a;b], nén Ve > 0,1z, € [a;b], ton tai
0 = d(e,x,), sao cho khi |h| < 4, thi

|f(zo+h) = f(z)] <e.
Khi do6 ro rang la
i?rglf(xo+h) — flz)] <e. (1.1)

Khi |h| < 6 ta co

= sup 1o+ B) = (@) +miz)

<m(z,+h) <m(x,) + sup |f(xo+h)— f(z,)]. (1.2)
0<|h|<b
Tw (1.1) va (1.2) suy ra
Im(z, + h) — m(x,)| <&, mnéu |h| <.
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