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Mở đầu

Cùng với khái niệm giới hạn, tính liên tục và tính khả vi của hàm số

là những những kiến thức cơ sở quan trọng của giải tích toán học. Trong

chương trình toán học ở bậc phổ thông, tính chất của hàm số liên tục trên

một đoạn được áp dụng nhiều, phong phú và đa dạng trong các bài toán

khác nhau, nhất là các bài toán về sự tồn tại nghiệm của các phương trình.

Định lý Rolle, Định lý Lagrange, tính đơn điệu của hàm số cũng thường

được sử dụng trong các đề thi có tính nâng cao, như thi học sinh giỏi cấp

quốc gia hay quốc tế trong nhiều bài toán khác nhau, đặc biệt là chứng

minh các bất đẳng thức, giải phương trình, hệ phương trình, v.v..

Hiện nay đã có khá nhiều tư liệu (sách giáo khoa, sách tham khảo, khóa

luận, luận văn, chuyên đề Hội thảo, v.v..) bằng tiếng Việt về ứng dụng tính

liên tục và tính khả vi của hàm số trong khảo sát hàm số, chứng minh

bất đẳng thức, giải phương trình, bất phương trình,v.v.. Nhận xét rằng,

ngoài phương trình hàm, nhìn chung các vấn đề trên đây đa phần là đối

với những hàm số sơ cấp cụ thể, nên chưa có tính khái quát.

Với suy nghĩ và ý tưởng đó, mục tiêu của luận văn này nhằm khai thác

tính liên tục và tính khả vi của hàm một biến trong phương trình và bất

đẳng thức không đối với các hàm số cụ thể mà là bất kỳ.

Về tính liên tục, luận văn trình bày một số vấn đề có tính lý thuyết của

hàm liên tục, như tính trù mật (giá trị trung gian), tính bị chặn, tính lồi,

v.v..

Về phương trình, trong luận văn này đã xét bài toán về điểm bất động

đối với các hàm liên tục trên một đoạn hữu hạn (compact), phương trình

hàm, phương trình vi phân, v.v..

Về bất đẳng thức, ngoài một số bất đẳng thức đối với các hàm cụ thể,

luận văn chủ yếu quan tâm đến bất đẳng thức hàm, bất đẳng thức đạo

hàm tổng quát. Đặc biệt, luận văn còn trình bày một số bất đẳng thức đạo

hàm nổi tiếng như bất đẳng thức Landau, bất đẳng thức Kolmogorow, bất
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đẳng thức Landau-Kolmogorow và bất đẳng thức Steklov đối với các hàm

khả vi một biến. Đây là những bất đẳng thức của Toán học cao cấp chưa

được trình bày trong các tài liệu bằng Tiếng Việt ở cấp độ Toán sơ cấp.

Kết cấu của Luận văn gồm có: Mở đầu, hai chương nội dung chính, Kết

luận và Tài liệu tham khảo.

Chương 1: Hàm số liên tục và ứng dụng, trình bày khái quát về hàm số

liên tục, một số tính chất chuyên sâu của hàm số liên tục, điểm bất động

của các hàm liên tục và các phương trình hàm.

Chương 2: Hàm khả vi và ứng dụng. Nội dung chương trình bày một

số kiến thức cơ sở về đạo hàm vi phân, các định lí về giá trị trung bình.

Từ các kiến thức nền tảng đó, nội dung quan trọng của chương là xét các

phương trình, đẳng thức và bất đẳng thức đối với các hàm khả vi tổng

quát.

Luận văn được hoàn thành dưới sự hướng dẫn và chỉ bảo tận tình của

TS. Nguyễn Văn Ngọc- Trường Đại học Thăng Long. Từ đáy lòng mình,

em xin được bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đối với sự quan tâm, động viên,

và chỉ bảo hướng dẫn của Thầy. Em xin trân trọng cảm ơn Ban Giám hiệu

và các thầy, cô trong trường Đại học Khoa học, Đại học Thái Nguyên,

đã tận tình giảng dạy và giúp đỡ em hoàn thành khóa học cao học tại

Trường. Đồng thời tôi xin gửi lời cảm ơn tới tập thể lớp cao học Toán lớp

N- Trường Đại học Khoa Học, Đại học Thái Nguyên.
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Chương 1

Hàm số liên tục và ứng dụng

Chương này trình bày ngắn gọn các khái niệm và tính chất của hàm

liên tục một biến và một số bài toán liên quan. Các kiến thức của chương

này được hình thành chủ yếu được từ các tài liệu [1] và [6].

1.1 Tính liên tục của hàm số

1.1.1 Các khái niệm cơ bản

Định nghĩa 1.1. Giả sử I ⊂ R là một khoảng hoặc hệ khoảng của trục

thực và f là hàm nhận giá trị thực trong miền I. Cố định điểm x0 ∈ R (

bao hàm cả trường hợp x0 ∈ I). Ta nói f có giới hạn l ∈ R tại x0 và viết

lim
x→x0

f(x) = l

nếu với mọi ε > 0, tồn tại δ > 0, δ = δ(ε) sao cho nếu

x ∈ I, x 6= x0, |x− x0| < δ thì |f(x)− l| < ε.

Định nghĩa 1.2. Cho hàm số f xác định trong tập X và số a ∈ X. Hàm
f được gọi là liên tục tại a nếu lim

x→a
f(x) = f(a) hay ∀ε > 0,∃δ > 0 : ∀x ∈

X, |x− a| < δ thì |f(x)− f(a)| < ε.

Định nghĩa 1.3. Hàm f được gọi là liên tục phải tại a nếu

lim
x→a+

f(x) = f(a).

Hàm f được gọi là liên tục trái tại a nếu

lim
x→a−

f(x) = f(a).
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Nếu các hệ thức trên đây không tồn tại thì ta nói hàm f(x) tại x0 có gián

đoạn tương ứng phải, trái.

Nhận xét 1.1. Hàm f liên tục tại a khi và chỉ khi

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a−

f(x) = lim
x→a

f(x) = f(a).

Định nghĩa 1.4. Một hàm không liên tục tại a được gọi là hàm gián đoạn

tại a.

Định nghĩa 1.5. Hàm f liên tục tại mọi điểm x ∈ (a; b) ta nói f liên tục

trên khoảng (a; b).

Định nghĩa 1.6. Hàm số f liên tục trên khoảng (a; b) và liên tục phải tại

a , liên tục trái tại b ta nói rằng f liên tục trên [a; b].

1.1.2 Các tính chất cơ bản

+ Tổng, hiệu, tích thương (với điều kiện mẫu khác 0 ) của các hàm liên

tục tại a là hàm liên tục tại a.

+ Nếu hàm f liên tục tại a và hàm g liên tục tại f(a) thì hàm hợp g ◦ f
liên tục tại a.

+ Nếu f liên tục tại a và f(a) > L thì f(x) > L ở lân cận của a hay

∃δ > 0 sao cho f(a) > L với mọi x mà |x− a| < δ.

1.2 Một số tính chất của liên tục

Định lý 1.1. (Tính trù mật của hàm liên tục). Nếu hàm f(x) liên tục

trên đoạn [a; b] và f(a)f(b) < 0 thì tồn tại c ∈ (a; b) sao cho f(c) = 0.

Chứng minh. Để chứng minh định lí ta thực hiện phương pháp chia đôi

đoạn [a; b].

Nếu trong quá trình thực hiện ta tìm được điểm c ∈ (a; b) sao cho f(c) = 0

thì định lí được chứng minh.

Nếu không tìm được c thì quá trình trên giúp ta xây dựng được các dãy

đoạn lồng nhau [an; bn] trong đó

f(an) < 0, f(bn) > 0 và cn = bn − an =
b− a

2n
.
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Ta có

lim
n→∞

f(an) = f( lim
n→∞

an) = f(c) ≤ 0.

Tương tự

lim
n→∞

f(bn) = f( lim
n→∞

bn) = f(c) ≥ 0,

trong đó c ∈ (a; b). Vậy tồn tại c ∈ (a; b) sao cho f(c) = 0.

Định lý 1.2. ( Định lý về giá trị trung gian của hàm liên tục). Nếu f(x)

liên tục trên [a; b], thì f(x) nhận giá trị trung gian giữa f(a) và f(b). Tức

là, với mọi γ nằm giữa f(a) và f(b) luôn tồn tại giá trị c ∈ [a; b] sao cho

f(c) = γ.

Chứng minh. Không mất tính tổng quát, giả sử f(a) < f(b).

Ta thấy định lý dễ dàng được chứng minh khi γ = f(a) hoặc γ = f(b).

Xét γ với f(a) < γ < f(b) ta đi chứng minh tồn tại giá trị c ∈ [a; b] sao

cho f(c) = γ.

Thật vậy, xét hàm g(x) = f(x)− γ là một hàm liên tục trên [a; b].

Ta lại có g(a) < 0, g(b) > 0 theo Định lý 1.1 luôn tồn tai giá trị γ ∈ (a; b)

để g(c) = 0.

Điều đó cho thấy luôn tồn tại giá trị c ∈ [a; b] sao cho f(c) = γ. Định lý

được chứng minh.

Định lý 1.3. Nếu hàm số f(x) liên tục trên [a; b] thì hàm số đạt được giá

trị nhỏ nhất và lớn nhất trên [a; b]. Tức là tồn tại xm, xM ∈ [a; b] sao cho

với mọi x ∈ [a; b] ta luôn có f(xm) ≤ f(x) ≤ f(xM).

Chứng minh. Trước hết, ta đi chứng minh f(x) bị chặn trên [a; b]. Giả sử

f(x) không bị chặn trên [a; b], tức là với mọi n ∈ N tồn tại xn ∈ [a; b] sao

cho |f(xn)| ≥ n.

Dãy (xn) bị chặn nên theo định lí Balzano-Weierstrass tồn tại một dãy con

của nó xnk → x0 ∈ [a; b] mà f(xnk) ≤ nk. Chuyển qua giới hạn này ta có

|f(x0)| = +∞ mâu thuẫn vì f(x) liên tục tại x0. Vậy f(x) bị chặn.

Gọi m = inf
[a;b]

f(x),M = sup
[a;b]

f(x). Lấy ε =
1

n
, n ∈ N∗,∃xn ∈ [a; b], sao

cho
1

n
> f(xn)−m ≥ 0.

Theo định lí Balzano-Weierstrass tồn tại một dãy con của nó xnk của (xn)
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thỏa mãn xnk → xm và
1

nk
> f(xnk)−m ≤ 0. Lấy giới hạn ta được

lim
x→∞

f(xnk) = f(xm) = m.

Tương tự tồn tại xM để f(xM) = sup
[a;b]

f(x) = M.

Hệ quả 1.1. Nếu f : [a; b] −→ R liên tục thì f([a; b]) = [m;M ] ⊂ R
trong đó m = inf

[a;b]
f(x),M = sup

[a;b]

f(x).

Bài toán 1.1. ( Hàm Dirichlet). Xét tính liên tục của hàm số

D(x) =

{
1, nếu x là số hữu tỷ,
0, nếu x là số vô tỷ.

Lời giải. Vì trong bất kỳ lân cận nào của điểm hữu tỷ tìm được các điểm

vô tỷ và ngược lại, nên với điểm xo bất kỳ trong khoảng (−∞; +∞) không

tồn tại giới hạn limx→xo D(x).

Như vậy, tại mỗi một điểm của trục thực tồn tại sự gián đoạn loại hai (từ

hai phía).

Bài toán 1.2. ( Hàm Riemann). Trên đoạn [0; 1] xét hàm số

f(x) =


1

q
, nếu x =

p

q
là phân số tối giản,

0, nếu x là số vô tỷ.

Chứng minh rằng tại mỗi điểm hữu tỷ hàm số có gián đoạn loại một, còn

tại mỗi điểm vô tỷ hàm số là liên tục.

Lời giải. Giả sử x0 là một điểm tùy ý của đoạn [0; 1]. Với số ε > 0 chỉ tồn

tại một số hữu hạn các số tự nhiên q 6
1

ε
, nghĩa là trong đoạn [0, 1] chỉ

có một số hữu hạn các số hữu tỷ
p

q
, mà f

(p
q

)
=

1

q
≥ ε. Điểm x0 có thể

được bao bởi lân cận (x0− δ;x0 + δ), sao cho trong đó không có điểm nào

đã nói ở trên (ngoại trừ có thể là điểm x0).

Khi đó với |x−x0| < δ; (x 6= x0) dù x là hữu tỷ hay vô tỷ, ta có |f(x)| < ε.

Nghĩa là, với mọi x0 tồn tại

f(x0 + 0) = f(x0 − 0) = 0.
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Nếu x0 là số vô tỷ, thì f(x) = 0, nghĩa là tại điểm này hàm số là liên tục,

nếu x0 là số hữu tỷ, thì f(x0) 6= 0, do đó có gián đoạn thông thường từ

hai phía.

Bài toán 1.3. Chứng minh rằng, nếu f(x) là hàm liên tục, thì

F (x) = |f(x)|

cũng là hàm liên tục.

Lời giải. Giả sử ε > 0 tùy ý. Khi đó tồn tại δ = δ(ε, xo), sao cho

|f(x)− f(xo)| < ε, khi |x− xo| < δ.

Sử dụng bất đẳng thức ||A| − |B|| ≤ |A−B|, ta có

|F (x)− F (xo)| = ||f(x)| − |f(xo)|| ≤ |f(x)− f(xo)| < ε

nếu |x− xo| < δ, nghĩa là F (x) cũng là hàm liên tục.

Bài toán 1.4. Chứng minh rằng, nếu hàm f(x) liên tục trên đoạn [a; b]

thì hàm

m(x) = inf
a≤ξ≤x

|f(ξ)|, M(x) = max
a≤ξ≤x

|f(ξ)|

cũng là những hàm liên tục trên [a; b].

Lời giải. Vì f(x) liên tục trên đoạn [a; b], nên ∀ε > 0, xo ∈ [a; b], tồn tại

δ = δ(ε, xo), sao cho khi |h| < δ, thì

|f(xo + h)− f(x)| < ε.

Khi đó rõ ràng là

sup
|h|<δ
|f(xo + h)− f(x)| < ε. (1.1)

Khi |h| < δ ta có

− sup
0≤|h|<b

|f(xo + h)− f(xo)|+m(xo))

≤ m(xo + h) ≤ m(xo) + sup
0≤|h|<b

|f(xo + h)− f(xo)|. (1.2)

Từ (1.1) và (1.2) suy ra

|m(xo + h)−m(xo)| < ε, nếu |h| < δ.
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