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2.2.3 Bất đẳng thức Hőlder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2.4 Bất đẳng thức tam giác Minkowski . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2.5 Bất đẳng thức Young . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 Một số bài toán ứng dụng bất đẳng thức Jensen . . . . . . . . . . 17

2.3.1 Đại số và lượng giác . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3.2 Hình học . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.4 Một số bài toán ứng dụng bất đẳng thức Karamata . . . . . . . . 35

2.4.1 Bất đẳng thức Karamata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.4.2 Các bài toán áp dụng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.5 Bất đẳng thức Shapiro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.5.1 Dẫn luận . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.5.2 Trường hợp n = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.5.3 Trường hợp n = 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

ii



2.5.4 Trường hợp n = 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.6 Cực trị của một lớp hàm lồi nhiều biến và ứng dụng . . . . . . . . 47

2.6.1 Cực trị của một lớp hàm lồi nhiều biến . . . . . . . . . . . 47

2.6.2 Bất đẳng thức Kantorovich và ứng dụng . . . . . . . . . . 48

Kết luận 52

Tài liệu tham khảo 53

iii



LỜI CẢM ƠN

Lời đầu tiên của khóa luận này, tôi xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc nhất

tới người thầy kính mến TS. Nguyễn Văn Ngọc, đã tận tình hướng dẫn,

giúp đỡ tôi trong suốt quá trình làm và hoàn thiện luận văn.

Tôi xin chân thành cảm ơn các thầy, cô giáo khoa Toán, Trường Đại

học Khoa học - Đại học Thái Nguyên, phòng Đào tạo Trường Đại học

Khoa học, những người đã trực tiếp giảng dạy và giúp đỡ tôi trong quá

trình học tập tại trường cùng toàn thể bạn bè và người thân đã đóng góp

ý kiến, giúp đỡ, động viên tôi trong quá trình học tập, nghiên cứu và hoàn

thành luận văn này.

Tuy nhiên, do sự hiểu biết của bản thân và trong khuôn khổ của luận

văn thạc sỹ nên bản luận văn mới chỉ trình bày được một phần nào đó.

Do thời gian có hạn và năng lực có phần hạn chế nên chắc chắn luận văn

không tránh khỏi những thiếu sót. Kính mong nhận được ý kiến đóng góp

của các thầy cô và bạn bè đồng nghiệp để bản luận văn được hoàn chỉnh

hơn.

Xin chân thành cảm ơn.

Thái Nguyên, tháng 04 năm 2015

Học viên

Đỗ Thị Vân Anh

iv



Mở đầu

Lý thuyết của các hàm lồi có vị trị quan trọng trong Toán học vì nó liên

quan đến nhiều lĩnh vực của Toán học, như giải tích lồi, giải tích hàm, tối

ưu, quy hoạch, v.v... và là đối tượng nghiên cứu của nhiều nhà toán học.

Chúng tôi cũng được biết hiện nay đã có nhiều luận án và luận văn bằng

tiếng Việt về hàm lồi, nhưng các luận văn này hầu hết là thuộc chuyên

ngành Toán ứng dụng, hay Toán giải tích.

Trong chương trình Toán học ở bậc phổ thông, bất đẳng thức Jensen

và các mở rộng của nó đối với các hàm lồi, hàm lõm là công cụ hữu hiệu

để chứng minh các bất đẳng thức, hay tìm cực trị của các hàm số, đặc biệt

là đối với các hàm số có tính đối xứng theo các biến. Tuy nhiên, các kiến

thức về hàm lồi lại chưa được dạy ở bậc phổ thông (ở thập niên 90 của thế

kỷ trước đã có giới thiệu về hàm lồi và hàm lõm trong Giải tích 12, nhưng

sau đó đã bỏ đi). Hiện nay, các kiến thức về hàm lồi vẫn được dạy cho các

học sinh giỏi tham gia các đội tuyển quốc gia hay quốc tế. Do đó, việc bồi

dưỡng và nâng cao kiến thức về hàm lồi và ứng dụng của người dạy Toán

ở bậc THPT là cần thiết và bổ ích. Đó là lý do tôi chọn đề tài này làm

luận văn khoa học trong chuyên ngành Phương pháp Toán sơ cấp.

Mục đích của luận văn gồm có:

1. Tìm hiểu và học tập về hàm số lồi, đặc biệt là bất đẳng thức Jensen,

bất đẳng thức Karamata và các mở rộng.

2. Trình bày chứng minh của các bất đẳng thức cơ bản như bất đẳng

thức của dãy số, như bất đẳng AM-GM, bất đẳng thức Cauchy- Schwartz,

bất đẳng thức Holder, v.v.. bằng phương pháp sử dụng các tính chất của

hàm lồi. Các chứng minh này còn ít được giới thiệu trong các sách chuyên
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khảo về toán sơ cấp bằng tiếng Việt.

3. Sưu tầm và trình bày cách chứng minh một số bài toán nâng cao của

đại số và hình học về bất đẳng thức và cực trị bằng phương pháp sử dụng

bất đẳng thức Jensen và các tính chất khác của các hàm lồi.

Bố cục của luận văn gồm có: Mở đầu, hai chương nội dung, Kết luận

và Tài liệu tham khảo.

Chương 1: Hàm lồi và các tính chất, trình bày cơ sở lý thuyết của

hàm lồi ( hàm lõm), như định nghĩa hàm lồi (hàm lõm) và các tính chất

cơ bản của hàm lồi.

Chương 2: Một số bất đẳng thức và cực trị của các hàm lồi là

nội dung chính của luận văn. Chương này trình bày những ứng dụng của

bất đẳng thức Jensen và bất đẳng thức Karamata chứng minh các bất

đẳng thức từ cơ bản đến nâng cao chủ yếu về đại số và lượng giác, trong

đó có bất đẳng thức Shapiro. Các bài toán về bất đẳng thức hình học chỉ

chiếm vị trí khiêm tốn trong luận văn.

Ngoài các bài toán về bất đẳng thức, chương này còn xét vấn đề cực trị

của một lớp hàm lồi nhiều biến và một số bài toán liên quan.
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Chương 1

Hàm lồi và các tính chất

Chương này trình bày cơ sở lý thuyết của hàm lồi ( hàm lõm), như

định nghĩa hàm lồi (hàm lõm) và các tính chất cơ bản của hàm lồi. Nội

dung của chương này được hình thành chủ yếu từ các tài liệu [1] và [6].

1.1 Định nghĩa

Nếu không có gì cụ thể, trong chương này chúng ta sẽ dùng ký hiệu

I(a, b) để ngầm định một trong bốn tập hợp (a, b), (a, b], [a, b), [a, b].

Định nghĩa 1.1. Cho I = I(a, b) ⊂ R và hàm số f : I −→ R được gọi là

hàm lồi trên I nếu ∀x, y ∈ I và ∃λ ∈ [0, 1] thì

f(λx+ (1− λy)) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y). (1.1)

Nếu bất đẳng thức trên là ngặt với x 6= y và λ ∈ (0, 1) thì ta nói hàm f

là hàm lồi chặt.

Hàm số f(x) được gọi là lõm trong khoảng nói trên, nếu bất đẳng thức

(1.1) có chiều ngược lại, tức là

f(λx+ (1− λy)) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y). (1.2)

Dưới đây là một số hàm lồi, lõm đơn giản.

Ví dụ 1.1. Xét một số hàm thường gặp sau đây

1) f(x) = c, g(x) = x là những hàm vừa lồi vừa lõm trên R.
2) f(x) = xr với r ≥ 1 là lồi trên (0,∞), với 0 ≤ r < 1 là hàm lõm trên
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(0,∞).

3) f(x) = ex là hàm lồi chặt trên R.

4) f(x) =
1

xr
là hàm lồi trên khoảng ), x < ∞, nếu r > 0. Khi r là số

nguyên âm lẻ r = −2m − 1 thì f(x) là hàm lõm trên −∞ < x < 0, còn

với r là số nguyên âm chẵn r = −2m, thì f(x) là hàm lồi trong khoảng

nói trên.

5) f(x) = logx (lnx > 0, x > 0) là hàm lõm trên khoảng (0,∞).

Sử dụng tính chất để kiểm tra các hàm số. Ta thấy

f(x) = ex, x ∈ R,
f(x) = tanx, x ∈ (0,

π

2
),

f(x) = xa, a > 1, x ∈ (0,+∞)

là những hàm lồi chặt. Trong khi đó các hàm số sau

f(x) = logax, a > 1, x ∈ (0,+∞),

f(x) = sinx, x ∈ (0, π),

f(x) = cox, (−π
2
,
π

2
)

là những hàm lõm chặt.

1.2 Một số tính chất cơ bản của hàm lồi, lõm

Các tính chất sau đây của các hàm lồi, lõm được suy ra trực tiếp từ

định nghĩa.

Tính chất 1.1. Nếu f(x) là hàm lồi (lõm) trên I(a, b) thì −f(x) là hàm

lõm (lồi) trên I(a, b).

Tính chất 1.2. Nếu f(x) là hàm lồi trên I(a, b) và c = const, thì cf(x)

là hàm lồi nếu c > 0, là hàm lõm nếu c < 0.

Tính chất 1.3. Tổng hữu hạn các hàm lồi (lõm) trên I(a, b) là một hàm

lồi (lõm) trên I(a, b).
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Tính chất 1.4. Cho f là lồi trên khoảng I(a, b). Chứng minh rằng với

x, y, z ∈ I, x < y < z có bất đẳng thức

f(y)− f(x)
y − x

≤ f(z)− f(x)
z − x

≤ f(z)− f(y)
z − y

. (1.3)

Chứng minh. Giả sử x, y, z ∈ I và x < y < z. Tồn tại λ ∈ (0, 1) sao cho

y = λx+ (1− λ)z. Khi đó

λ =
y − z
x− z

và

1− λ =
x− y
x− z

.

Vì f là hàm lồi nên ta có

f(y) ≤ y − z
x− z

f(x) +
x− y
x− z

f(z).

Do đó

f(y)− f(x) ≤ y − x
x− z

f(x) +
x− y
x− z

f(z),

Hay
f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(x)

z − x
.

Tính chất 1.5. Nếu f(x) là hàm liên tục và lồi trên I(a, b) và nếu hàm

g(x) là lồi và đồng biến trên tập giá trị của f(x) thì g(f(x)) là hàm lồi

trên I(a, b).

Tính chất 1.6. Nếu f(x) là hàm liên tục và lõm trên I(a, b) và nếu g(x)

là hàm lồi và nghịch biến trên tập giá trị của f(x), thì g(f(x)) là hàm lõm

trên I(a, b).

Tính chất 1.7. Nếu f(x) là hàm liên tục và đơn điệu (đồng biến hay

nghịch biến) trên I(a, b) và nếu g(x) là hàm ngược của f(x) thì ta có các

kết quả sau đây

1. f(x) lõm, đồng biến khi và chỉ khi g(x) lồi đồng biến.

2. f(x) lõm, nghịch biến khi và chỉ khi g(x) lõm nghịch biến.

3. f(x) lồi, nghịch biến khi và chỉ khi g(x) lồi, nghịch biến.
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