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LOI NOI DAU

Phuong trinh va hé phuong trinh dai s6 14 mot trong nhitng noi dung then chot
ciia chuong trinh dai s6 bac phd thong trung hoc. Céc bai toan vé phuong trinh, hé
phuong trinh dai s6 c6 mit trong cac dé thi tuyen sinh dai hoc, dé thi olympic ving,
mién, quoc gia va quéc té. Hon thé nita ching ciing la nhitng cau ndi dé cac em hoc
sinh pho thong tiép can véi cac hinh thai phuong trinh, hé phuong trinh sau nay &
bac dai hoc nhu hé phuong trinh tuyén tinh ching han.

Day 1a co sd khoa hoc 1a 1y do thoi thiic tac gid chon dé tai cho ban luan vin "
Phan dang phuong trinh va hé phuong trinh dai s6".

Luan van gom 16i n6i dau, hai chuong, két luan va danh muc tham khao.

Chuong 1: Phan dang phuong trinh dai s6:

Chuong nay phan dang mot cach hé thong 16p cac phuong trinh dai s6, néu cach giai
va mo ta& bang cac vi du, bai tap. Nhu cac bai tap dude chon trong cac dé thi tuyén
sinh dai hoc, dé thi olympic trong nuéc va quoc té.

Chuong 2: Phan dang hé phuong trinh dai so:

Chuong nay cac 16p hé phuong trinh dai s6 néu cich giai va mo ta bang cac bai tap,
vi du, dudce lira chon trong cac dé thi tuyen sinh va olympic quéc té.

Luan vin nay dudc hoan thanh dudi sy huéng dan tan tinh ctia thay gido TS
Nguyén Minh Khoa. Tac gia xin bay té long kinh trong va biét on sau sic dén Thay.
Xin tran trong cdm on ban lanh dao khoa Toan truong Dai hoc Khoa hoc (Pai hoc
Thai Nguyén), cac thay gido, co gido da trang bi kién thiic va tao diéu kién gitp d6
tac gia trong qua trinh hoc tap. Cudi cuing ciing xin gii 10i cadm on dén Ban giam hiéu
va cac dong nghiép 6 truong THPT Ly Thuong Kiet, thanh phé Moéng Cai, Quang
Ninh da dong vién, gitp d6 tac gid rat nhiéu trong qua trinh hoan thanh luan vin
nay.

Tac gia

Hoang Thi Huyéen
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Chuong 1
Phan dang phuong trinh dai s6

Trong chuong nay tac gid trinh bay sy phan dang 16p cac phuong trinh dai s6
trén truong so6 thue.

1.1. Phuong trinh bac hai

Dinh nghia 1.1 Phuong trinh bac hai 1a phuong trinh ¢6 dang:
ar’ +br+c=0, a#0. (L1

Dinh 1y 1.2 (Tinh chat va sy ton tai nghiém).

Dat f(x) = ax®> + bx +¢; A = b* — 4dac.

i) Néu A < 0 thi phuong trinh (1.1) vo nghiém va af(z) > 0, Vaz.

ii) Néu A = 0 thi phuong trinh (1.1) ¢6 nghiém duy nhat (nghiem kép).

—b
- v >
T=o- VA af(x) >0, Vax

iii) Néu A > 0 thi phuong trinh (1.1) ¢6 hai nghiém phan biet

b+ VA

T12 =
2a

Liac nay af(x) <0, Vze (r1,29) vaaf(zr) >0, khi z<x,z> 20
Dinh Iy 1.3 (Dinh 1y do).

Néu 36 a : af(a) <0 thi f(x) =0 ¢6 hai nghiem 71 < a < z2.

Heé qua 1.4 V6i hai s6 a < 3 cho trude : f(a) # 0, f(B) # 0. Khi do:
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. <0
i) Néeu af (h) thi f(z) =0 c6 hai nghiem : a < x; < < zs.
af(a) >0
) af(a) <0 -
ii) Néeu thi f(z) =0 c6 hai nghiem : z; < a < zy < f.
af(B) >0
A>0
i) Neu {  af(8)>0  thi f(x) =0 c6 hai nghiem : o < < 21 < .
b<5=5-

a

A >0

Y

iv) Néeu <{ af(a) >0 thi f(x) =0 c6 hai nghiem : 2, < 13 < a < S.
S

— <«
. 2

(A>O
af(a) >0
Yar(s) >0

S
\C¥<§<ﬁ

vi) Néu f(a)f(B) < 0 thi ton tai duy nhat mot nghieém ho#c 21 hodc 9 thuoc khoang
(a, B).
Dinh ly 1.5 (Dinh 1y Viet).

thi f(x) = 0 ¢6 hai nghiem : o <z < z9 < .

—b
. . , T+ Ty = —
Néu x1,x2 1a nghiém ctia (1.1) thi e @
T1T92 = —.
a
Dinh 1y 1.6 (Dinh Iy Viet déo).
£ . 1 +1x9 =239
Neéu x1, xo 1& hai s6 thoa man ! 2
12 = P

thi 1, 22 14 nghiém ctia phuong trinh: 22 — Sz + P = 0.

Cac dang bai tap ap dung.

Dang 1:

Chting minh syt ton tai nghiém ctia phuong trinh az? + bz +c=0 (a #0).

e Chtng minh phuong trinh c6 nghiém < Chitng minh A > 0.
e Chiing minh phuong trinh vé nghiém < Chiing minh A < 0.

e Chtng minh phuong trinh c6 hai nghiém phan biét



< Ching minh A > 0.
e Chiing minh phuong trinh ¢6 nghiém duy nhat < Chitng minh A = 0.

e Chiing minh phuong trinh c6é hai nghiém trai ddus Chiing minh £ <0 hoac
a
chiing minh af(0) < 0.

e Chiing minh phuong trinh c¢6 hai nghiém duong

A>0 A>0
c

< chiing minh p >0 hoac ching minh af(0) >0
- —b
-0 >0 0<—.
a 2a

e Chiing minh phuong trinh c¢6 hai nghiém am

A>0 A>0
c
< Chting minh P 0 hoiic chiing minh af(0) >0
_ —b
b <0 — <0.
a 2a

Vi du 1.1. Cho céc s6 a,b, ¢ théa man diéu kien: 5a + 4b+ 6¢ = 0.  (4)
Chting minh rang phuong trinh f(z) = az? + bz + ¢ = 0 ¢6 nghiém.
Giai.

. 2
@ Néu a = 0 thi ti (¢) ta suy ra ¢ = —gb.

2 2
Do vay phuong trinh f(z) =0 ¢6 dang : bx — §b =0c6br= 3 la nghiém.
@ Xét a # 0, khi do:

(i) © (da+2b+c)+(a+2b+4c)+c=0

& 1(2) +4f(5) + FO) =0

Suy ra ton tai it nhat mot s6 hang am hoac bang 0, theo dinh If ddo phuong trinh
f(z) =0 c¢6 nghiem.

Vi du 1.2. Cho a,b, c la do dai cac canh ciia mot tam giac.

Chitng minh réng phuong trinh: (a? + b* — ¢?)2? — 4abx + a®> + b* — 2 =0

c6 nghiém.

Giai.

@ Trudng hop 1: a? 4+ b? — 2 = 0 & AABC vuong tai C' thi phuong trinh c6 nghiem
x=0.



@ Trudng hop 2: a® + b* — ¢ # 0, khi dé:

A = (2ab)* — (a® + b* — *)?
=[(a+b)* = llc* — (a — b)*]
=(a+b+c)a+b—c)c+a—Db)(c+b—a).

Vi a, b, ¢ 1a canh ciia mot tam giac = A’ > 0, phuong trinh ¢6 hai nghiém phan biét.
Vi du 1.3. Chiing minh ring néu a, b, ¢ 14 do dai ba canh tam giac thi phuong trinh:
a’z? + (a® + b* — )z + b* = 0 vo nghiem.
Giai. Xét
A = (a* +b* - *)? — 4d*V?
= [(a = b)* = *[(a +b)* — 7]
=(a—b—c)la—b+c)la+b+c)(a+b—c) <O.

Do dé6 phuong trinh da cho vo6 nghiém.

Dang 2:

Chting minh sy ton tai nghiém ctia phuong trinh f(z) = az? + bx + ¢ = 0 trong mot
khoéng (d, e) nao do.

< Chitng minh ton tai a thudc khoéng (d, e) sao cho: af(«a) < 0.

Vi du 1.4. Chitng minh rang véi moi s6 a, b, ¢ phuong trinh

(x—a)x—=b)+(x—=b)(z—c)+(x—c)(xr—a)=0
luén c6 nghiém.
Giai.

Cach 1. Viét lai phuong trinh § dang:
372 — 2(a+ b+ c)x + (ab + be + ca) = 0.
Ta co:

A" = (a+b+c)* —3(ab+ bc+ ca)

1 1
= —(a® — 2ab + b?) + §<b2 — 2bc+ %) + 5(02 — 2ca + a*)
1 1
(a —b)* + §<b —c)?+ §<C —a)?

1
2
1
2



Vay phuong trinh luén c6 nghiém.

Cach 2.

bat f(z) =(x —a)(x —b) + (x = b)(z — ¢) + (z — ¢)(z — a).

Ta c6 f(z) 1a mot tam thiic bac 2, c¢6 hé sb ctia 22 14 3.

Vi vai tro ciia a, b, ¢ 1a binh ding, khong gidm tinh tong quat c6 thé coi a < b < c.
Khi d6 3f(b) =3(b—¢)(b—a) <0.

Theo dinh ly dédo vé dau tam thiic bac hai ching t6 f(z) = 0 ¢6 hai nghiém :
r1 < b<ux9,Va,b,c.

Dang 3.
Chttng minh phuong trinh f(x) = ax? + bx + ¢ =0 (a # 0) luon c6 hai nghiem
( A>0
o o af(a)>0
phan biét thuoc khoéng («; f) nao dé6 < < 0f(8) >0
\ @<§<ﬁ.

Vi du 1.5. Cho hai s6 a va b théa man diéu kien: a > b > 0, a +b = 1. Chiing minh
phuong trinh 22 — b"z — a™ = 0 ludn c6 nghiém phan biét thuoc khoang (—1;1).
Giai.

Tu gid thiét a > b > 0 va a+ b =1 ta suy ra:

O<ax<l1
=0<a’b' <1
0<b<l1
0<l—-a"<1 a>a"
= va
0<1-0b"<1 b> 10",
Dat
f(z) =a* = bz — o™
Ta co :

1.f(0) = —a" < 0,Vn
LfH)=1-0"-a"=(a—a")+(b—-0b") >0
Lf(-1)=140"—-d"=1—-a"+0b" > 0.

Tu day ap dung dinh 1f ddo vé dau tam thiic bac hai suy ra f(z) = 0 ¢6 hai nghiém
x1,To thoa man: —1 <z <0< 29 < 1.



