DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG PAI HOC KHOA HOC

BUI THI HA THU

LY THUYET POLYA VA UNG DUNG

LUAN VAN THAC SI TOAN HOC

Thai Nguyén - 2015




DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG PAI HOC KHOA HOC

BUI THI HA THU

LY THUYET POLYA VA UNG DUNG

Chuyén nganh: Phuong phap Todn so cap
Ma s6: 60 46 01 13

LUAN VAN THAC SI TOAN HOC

Ngui huéng dan khoa hoc:

PGS.TS. PAM VAN NHI

Thai Nguyén - 2015




Muc luc

5 foanl

1 Ly thuyét Polyal
(1.1 Khai niém nhom| . . .. ..
(I.I.1  Quan he tuong ducng]

[1.1.2 Nhém con chuin tac va nhom thuong| . . . . . . ... ..

(1.1.3  Dinh ly Lagrange vacachéqua . . .. .. .. ... ...

(1.2 Nhom cac phép hoan vi| . . .

(1.2.1 Nhomcacphephoanwvil. . . . .. ... ... .......

(1.2.2  Chu trinh cua hoan vi|

(1.3.1 Tac dong nhom lénmottap. . . . . . . . ... ... ...

(1.3.2  Vandung giaibaitoantOmau, . . . .. .. .. ... ...

[1.4.1 Khai niém da thic xichchiso| . .. ... ... ......

[1.4.2 PathicxichchisociaC,,D,,. S, . ... ... .....

(1.5 DmhlyPolya ... .....

2 Van dung Dinh ly Polya|

2.1 Van dung Dinh ly Polya trong bai toantomau| . . . . . . ... ..

[2.2 Mot vai bai toan to mau khac|

IKét luan va Pé nghil

[Tai lieu tham khao|

ii

N 9 N WD

10
15
15
19
22
22
23
26

28
28
36

37

38



1

L.oi cam doan

Toi xin cam doan céc so li€u va két qua nghién ctiu trong luan van nay la trung thuc
va khong trung lap véi cac dé tai khac. Toi ciing xin cam doan moi thong tin trich

dan trong luin vin da dudc chi rd6 ngudn gbc.

Thdi Nguyén, ngay 16 thdang 4 nam 2015

Hoc vién

Bui Thi Ha Thu



L.oi noi dau

Luén vin ndy trinh bay lai mot sb két qua vé 1y thuyét Polya va mot vai van dung.
Luan vin dudc chia ra 1am hai chuong. Chuong 1 gdbm nim muc. Muc 1.1 trinh
bay vé khdi niém nhém. Trong Muc 1.2 tap trung viét vé nhém céc phép hodn vi.
Muc 1.3 dugc danh dé€ ching minh lai BS dé Burnside. Muc 1.4 dudc danh dé viét
vé xich cdc da thic chi s6. Trong Muc 1.5 ching t6i chiing minh Dinh ly Polya.
Chuong 2 gém hai muc. Muc 2.1 trinh bay mét vai van dung Pinh 1y Polya trong
bai todn td mau. Muc 2.2 trinh bay mot vai vi du vé viéc van dung Dinh ly Polya
trong bai téan to hop.

Trong thdi gian suu tam tai lidu, lam dé cuong va viét luan vin, t6i da nhan
dudc st gop y va chi dan tan tinh ca ngudi hudng dan. Toi xin bay té long biét on
chan thanh t6i thay cda minh, PGS.TS Pam Vin Nhi. Nhan dy, toi ciing xin chan
thanh cam on Khoa Toan- Tin, Khoa Sau dai hoc Truong Pai hoc Khoa hoc- Pai
hoc Théi Nguyén da tao moi diéu kién thuén 1gi trong qud trinh hoc tip cua toi.
Toi ciing xin dugc cam on su nhiét tinh gidng day ctia cdc giang vién trong sudt
thdi gian toi hoc tap. Toi xin cam on Ban giam hiéu Truong THPT Hai An da luon
tao diéu kién tot cho toi cong tac va hoc tap, d€ toi hoan thanh nhiém vu hoc tap
clia minh. Cudi cung, t6i xin glii nhiing 15i cAm on dic biét nhit t6i dai gia dinh, vi

nhtng dong vién khich 1€ giup t61 hoan thanh luén van nay.

Thai Nguyén ngay 16 thang 04 nam 2015

Bui Thi Ha Thu



Chuong 1

Ly thuyét Polya

1.1 Khai niém nhém

1.1.1 Quan hé tuong duong

Gia thiét tap X # (). Tich dé cac X x X dudc dinh nghia nhu sau:
X x X ={(z,y)|x,y € X}.

Dinh nghia 1.1.1. Tap con S cia X x X dudc goi la mot quan hé hai ngdi trong

X. Néu (z,y) € S thi ta néi x ¢ quan hé S vdi y va viét xSy.

Pinh nghia 1.1.2. Gia thiét X # () vd S # () 1a mot quan hé hai ngdi trong X.
Quan hé S dugc goi 1a mdt quan hé twong dwong trong X néu né thda man ba diéu

kién sau day:
(1) (Phan xa) V6imoi z € X c6 zSx.
(2) (Pbi xting) Véi moi z,y € X, néu c6 xSy thi cling c6 ySz.
(3) (Béc cau) V6i moi x,y, 2 € X, néu c6 xSy va ySz thi cling c6 ©5z.

Khi S 1a mot quan hé tuong duong trong X thi ta thuong ky hiéu ~ thay cho S.
bit C(x) = {y € X|y ~ =} va goi né 1a mdt Idp tuong duong véi x lam dai dién.

Dé dang chi ra cdc tinh chat sau:

Ménh dé 1.1.3. Véi quan hé twong duong ~ trong X # 0 ta c6



(1) Véimoi xz € X cox € C(x).
(2) Vdimoiy,z € C(x)cdy ~zvay,z ~ x.
(3) Vdimoi x,y € X, c6 hodc C(x) N C(y) = 0 hodc C(x) = C(y).

(4) Tap thuong X/ ~ la tdp cdc ldp twong duong khong giao nhau.

1.1.2 Nhom con chuan tac va nhom thuong
Trudc tién, ta nhac lai mot s6 khai niém va ky hiéu vé nhom.

Pinh nghia 1.1.4. Tap G # () v6i phép toan hai ngdi G x G — G, (x,y) — z.y

dudc goi 12 mot nhom néu né thda min ba diéu kién
(D) (xy).z =2.(y.2) véimoi x,y, z € G.

(2) C6 phan tii e € G, dudc goi 1a don vi, thda man e.x = x.e = z v6i moi

reG
(3) V6imdiz € Gcophantias’ € Gdéx.a’ =a'.x =e.

Do tinh duy nhét ctia 2’ cho méi = nén 2’ dudc ky hiéu qua ! va dudc goi 1a phdn
tit nghich ddo ctia x. Nhém G dudc goi 1a mot nhom giao hodn hay nhom abel néu
r.y = y.x v6i moi x,y € G. PE don gian, nhiéu khi thay cho tich .y ta viét don
gian zy va doi khi d€ biét phép toan hai ngdi trong nhém G ta ciing thudng viét

(G, .). Doi khi ngudi ta cling thudng ky hiéu phan tif don vi cia nhém G béi 1.

Pinh nghia 1.1.5. Cho hai nhém (G, .) va (G',0). Anhxa ¢ : G — G’ dudc goi
1a mot dong cdu néu ¢(zy) = ¢(x) o ¢(y) thdéa man cho moi z, y € G. Pong cau

¢ dudc goi 1a mot ddng cdu néu né 1a mot song anh.

DPinh nghia 1.1.6. Cho nhém G. Luc lugng cta G, ky hiéu |G|, dudc goi 1a cdp

clia G. Néu |G| < oo thi G dudc goi 1a nhom hitu han.



Dinh nghia 1.1.7. Tap con H khac rdng cia nhém G théamin 2.y € H vix ! €
H, khiz,y € H, dugc goi la mdt nhom con cuia G. Nhém con A cua nhém G dude

goi 1a mot nhom con chudn tdc cia G néu zaxz~!' € Avéimoia € A,z € G.
Gia thiét A 12 mot nhém con ctia nhém G. Ta ky hiéu hai tip sau:
zA = {zxala € A}, Ax = {ax|z € A}.

Tap x A dudc goi 1a Idp ghép trdi cua A trong X ; Tap Ax dudc goi 1a ldp ghép phdi

cia A trong GG. Ky hiéu tap thuong cua G trén A qua
G/A = {zAlzx € G}.

Tiép tuc, dinh nghia quan hé ~ trong nhém G nhu sau: V6i z,y € G, quan hé

r~ynéuzly € A
B dé 1.1.8. Quan hé ~ trong G la mot quan hé tuong duong.

Chitng minh: Vie € Anénz 'z = e € G. Vdy x ~ x v6i moi z € G. Gia st
z,y € G thdaman x ~ y. Khi d6 271y € A. Vi A cling chinh 1a mdt nhém nén
y o = (:Iz’ly)fl € A. Do vay y ~ z. Cubi cung, gia st ,y, 2 € G thda man
r~yvay~z Khidoxly,y 1z € Avatacéz 2z = 27 lyy 2 € A Tu day

suy ra z ~ z. Tom lai, quan hé ~ trong GG 1a mot quan hé tuong duong. []
Hé qua 1.1.9. Véi x,y € G, xA = yA khi va chi khi 71y € A.

Chitng minh: Két qua dugc suy ra tit BS dé[1.1.8] O
B6 dé 1.1.10. Vi quan hé tuong duong ~ trong G, méi ldp C(x) = xAvdiz € G.

Chitng minh: That vay, vi ~ 12 mot quan hé tuong duong theo B3 dé nén
ta c6 cac 16p C(x). Lay y € C(z). Khidé x ~ y vatacéd o'y € A. Vay, ton
taia € Ad€ 2z 'y = a. Tw day suyray = xa € xA. Do y dudc lay tlly ¥ nén
C(r) C 2A. Ldyy € 1A . Khidécda € Ad€y = za. Vayaz 'y =a € A
hay y ~ z vasuyray € C(z). Do y dugc lay tuy y nén C(z) D zA. Tom lai
C(z) =zA O



Dinh Iy 1.1.11. Nhém con A la nhom con chudn tdc ciia nhom G khi va chi khi

xA = Ax voimoi x € G.

Chitng minh: Gia thiét A 13 mot nhém con chuén tac cia nhém G. Liy y = za €
zA. Vi A la mot nhém con chuén tic nén zaz™ € A. Vayco b € Ad€ zaz™' =b
vasuyray = xva = bx € Az. Do y dugc 14y tly y tf A nén A C Az. Tuong tu
cO A D Ax. Tom lai, rA = Ax véi moi x € G.

Nguoc lai, Gid thiét A = Az véimoiz € G. Véiz € G,a € Acéza € xA = Ax
va nhu vay, ton tai b € A d€ ra = bz hay xaz~' = b € A. Piéu nay chira A 1a

nhom con chuan tac cia nhém G (]

Dinh ly 1.1.12. Vi nhém con chudn tdc A ciia nhom G, dnh xa G/A x GJ/A —
G/A, (2 A, yA) — xyA la mot phép todn hai ngdi va tdp thuong G /A = {xA|x €
G} cung phép todn hai ngdi trén ldp thanh mét nhom. Nhom nay dugc goi la nhom

thuong cua G trén A.

Chitng minh: Ta c6 két qua tit B& d&[1.1.10/va Pinh 1y [1.1.11 ]

C6 nhiéu nhém con quan trong dudc sinh ra bdi mot tip con cia G. Gia st A 1a
mot tp con khac réng ctia nhém G. Chudn tdc héa ctia A trong G' 12 mot nhém

con ctia G dugc dinh nghia bing
Ng(A) = {z € Glrar™ € A,V a € A}.
Tém héa ctia A trong G 1a mdt nhém con ctia G dude dinh nghia bang
Cc(A) ={z € Glra=ax,Va € A}.
Tém cta G 1a mdt nhom con ctia G dude dinh nghia bang
Z(G) ={z € G|lra = azx,V a € G}.

Chd y ring, Z(G) = Cq(G) va Z(G) 1a mdt nhém con chuén tic clia nhém G.
Cdp ctia phan ti € G 1a s6 tu nhién duong nho nhit r d&€ 2" = e. Néu ta ky hiéu
nhom cyclic do x sinh ra qua < z > thita cé ngay < =z >= {e,x,..., 271} va

r=| <z >|. Chiy cip ctia e bing 1.



1.1.3 Pinh ly Lagrange va cac hé qua

Trong phan nay ching ta chiing minh mot vai két qua quan trong vé 1y thuyét nhom.
Gia st A 1a mot nhém con ctia nhém hitu han G. Chi sé cia A trong G, ky hiéu

qua |G : A| hodc ind(A), dugc dinh nghia bang |G/A|.

Pinh ly 1.1.13. [Lagrange] Vdi nhom con A cua nhom hitu han G ta luén co
|G| = |A||G : Al

Chitng minh: Gia thiét G 1a nhém hitu han cip n = |G| va A 1a nhém con clia
Gvéim = |Alvak = |G : A]l. V6i mdi z € G ta dinh nghia dnh xa f, :
A — xA a + za. Hién nhién, d4nh xa f, 1a mot toan anh. To za = xb suy
ra a = b. Vay f, con la mdt don anh. Do vay, f, la mOt song anh va suy ra
m = |A| = |zA|. Vi cic A = C(z) la tach biét theo Ménh dé nén G
dudc phan ra thanh k 16p phan biét va mdi 16p déu chifa ding m phan ti. Do vay
|G| = mk = |A||G : A. O

Hé qua 1.1.14. Cdp ciia méi phdn tit thuéc nhém hitu han G la mot wéc sé ciia

n=|G|.

Chitng minh: Xét nhém con A sinh ra bdi phan ti a. Cap clia a bang |A|. Vi |A]
1a mot udc ctia |G| theo Pinh 1y|1.1.13|nén cAp ctia phan td A thudc nhém hitu han

G la mdt uéc sb ctia n = |G]. O

Heé qua 1.1.15. [Cauchy] Vi nhém abel hitu han G va sé nguyén té p chia hét cdp

n = |G| luén cé phdn i cia G cdp p.

Chitng minh: Quy nap theo cip n ctia nhém G. Ly phan ti = € G,z # e. Néu
n = p thi G 12 nhém cyclic cip p v6i phan ti sinh 13 = theo Pinh ly Viay z
c6 chp p. Bay gio gia thiét n > p va tht ci cdc nhém con ctia G déu c¢6 cip nhd hon
n va xét nhitng nhém con vé6i cap chia hét cho p. Ta chi ra nhitng nhém con nhu
vay sé c6 phan ti cp p.

Trudc tién, xét trudng hop cip m clia phan ti z chia hét cho p. Khi d6 m = | <

k

x> | =kp. Vaye= 2™ = (2¥)P. Tu day suy ra | < 2F > | = p va 2% c6 cép p.



