DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC KHOA HOC

KHONG THI THUY HONG

VE GIA THUYET ABC
VA MOT SO UNG DUNG

LUAN VAN THAC SY TOAN HOC

THAI NGUYEN - NAM 2015



DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC KHOA HOC

KHONG THI THUY HONG

VE GIA THUYET ABC
VA MOT SO UNG DUNG

LUAN VAN THAC SY TOAN HOC

Chuyén nganh: PHUONG PHAP TOAN SO CAP
Ma s6 60 46 01 13

Ngudi huéng dan khoa hoc
PGS. TS. NONG QUOC CHINH

THAI NGUYEN - NAM 2015



1 Cac kién thiic chuan bi

1.1 Ideal va Radical . . . . . ... ... ..
1.2 Phéplay daoham . . . ... ... ...
1.3 Dinhly Mason . . . . . ... ... ...
1.4 Mot vai iing dung cta dinh ly Mason .

2 Gia thuyét abc va mot s6 ting dung

2.1 Gidthuyétabc . . . . . .. .. .. ...
2.2 Mot sb6 tng dung cla gia thuyét abe . .
2.3 Gia thuyét abc dong du . . . . ... ..
2.4 Mot s6 hé qua khac cia gia thuyét abe .

2.4.1 S6 lay thia hoan hdo . . . . . .

2.4.2 Phuong trinh Fermat tong quat

2.4.3 Gia thuyét Erdos - Woods . . .
2.4.4 Bai toan Warings . . . . . . ..
2.4.5 Baitoan cia P. Erdos . . . . . .

2.4.6 Manh hon gia thuyét abc. Udc luong tot nhat c6 the? .

2.4.7 Gia thuyét abc dang tuong minh
Két luan

Tai liéu tham khao

43
44

46

47



MG dau

Tt xa xua, cac nha toan hoc da biét chuyén cac két qua s6 hoc sang giai
quyét trén cac da thiic va tit nhitng bai toan va gia thuyét cho da thitc, ngusi
ta phat biéu tuong tu cho sé hoc. Diéu nay hoan toan hop 1y, béi tap sb
nguyén va tap cac da thiic c¢6 sy tuong tu rat 16n. Viec gidi quyét bai toan
trén da thitc thuong don gian hon do da thitc c6 phép tinh dao ham. Vi vay
dinh 1y Mason cho da thic duge phat biéu tuong tu cho sd nguyeén la gia
thuyét abc.

Gia thuyét nay duge phéat biéu vao nam 1985 béi J. Oesterle’ trong mot
két qud ctia duong cong Elliptic clia bo mon hinh hoc dai s6, ngay sau dé6
D.R. Mason phat bic¢u dua vao su tuong tu ciia sd nguyén va da thiic.

Gia thuyét abe kéo theo rat nhieu hé qua va cic gid thuyét lien quan.

Muc dich clia luan van 1& trinh bay dinh 1y Mason va mot s6 ting dung
ctia dinh 1y nay. Tt dinh 1§ Mason cho da thic ta cé su tuong tu s6 hoc do6
1a gid thuyét abc. T d6 nghién citu mot s6 hé qua trong sb rat nhiéu cac hé
qua clia gia thuyét nay. Ban luan vin "Veé gia thuyét abc va mot sé dng
dung" dugc tién hanh chi yéu dua vao mot s6 tai lieu tham khao.

Bai luan van "Ve gia thuyét abc va mot sé6 ing dung" gom cé: mé
dau, hai chuong noi dung, két luan va tai lieu tham khéo.

Chuong 1 Céc kién thic chuan bi

Trong chuong nay trinh bay dinh nghia ideal, radical, mot sé tinh chat
ctia ideal, radical. Phép lay dao ham trong vanh va cac tinh chat ctia phép
lay dao ham. Dinh 1y Mason va mot s6 ting dung ctia dinh 1§ nay.

Chuong 2 Gia thuyét abc va mét sd ng dung

Trong chuong nay trinh bay giad thuyét abc va mot s6 hé qua clia gid thuyét
nay. Dinh 1y tiém can Fermat, Dinh 1y tiém can Catalan va mot s6 hé qua

khac.



Luan van dugc hoan thanh duéi sy huéng dan va chi bao tan tinh cua PGS.
TS. Nong Qudc Chinh, truong Dai hoc Khoa hoc, Dai hoc Thai Nguyén. Em
xin bay té long biét on sau siac déi véi st quan tam, dong vién va sut chi bao
huéng dan tan tinh cia thay.

Em xin tran trong cdm on cac thay, co trong Ban Giam hiéu, Khoa Toan
- Tin, phong dao tao truong Dai hoc Khoa hoc. Dong thoi toi xin gti 10i cam
on t6i tap thé 16p Cao hoc Toan K7B Truong Dai hoc Khoa hoc, cling gia
dinh t6i da dong vién gitip dd t6i trong qué trinh hoc tap va lam luan van
nay.

Tuy nhién do su hiéu biét ctia ban than v khuén khé luan van thac si,
nén chic chan rang trong qua trinh nghién citu khong tranh khéi nhitng thiéu
s6t, toi rat mong nhan duge sy chi day va dong gép cua cac thay, co va cac
ban dong nghiép.

Tac gia



Chuong 1

Cac kién thitc chuan bi

Muc dich ciia toi trong chuong nay la trinh bay mot s6 kién thic nhu
ideal, radical, phép lay dao ham trong vanh, dinh 1y Mason va mot vai tng
dung cua dinh 1y nay.

Trong chuong nay ta quy uwéc mot vanh R 1a mot vanh giao hoan, c6
phan tit don vi.

1.1 Ideal va Radical

Dinh nghia 1.1. Mot tap con I clia vanh R dudc goi 1a ideal clia R néu:
i) I la nhém con ctia nhéom (R, +) .
ii) arx € I,Ya € I,z € R.
Vidu 1.1.
i) R va {0} la cac ideal R.
ii) Tap céc s6 nguyen chin 1la mot ideal ctia vanh Z.
iii) Tap cac da thic ¢6 hang tit tu do bang 0 1a mot ideal ctia vanh R [t],
trong do R [t] 1a vanh céc da thitc v6i he s6 trong vanh R.

Meénh dé 1.1. Giao clia mot ho cac ideal ctia mot vanh R cho trude 1a mot
ideal cua R.
Ching minh

Gid st (4;)

se7 1a mot ho céc ideal cua R. Dat

A=nNA4;

el



Khi d6 A 1a nhém con ctia nhéom cong giao hoan R.
Ta c6
Ve R, Vae A =ac A;Vi = ax € A; Vi

=ar €A = Alaideal cia R .

Meénh dé dugc chitng minh.

Dinh nghia 1.2. Néu A 14 mot tap con khac rdng ctia vanh R thi tap
tat cd cac t6 hgp tuyén tinh hitu han c¢6 dang a;r; + asrs + ... + airy Véi
a; € A,r; € Ryi =1, ...,k 1la mot ideal cia R ki hieu béi (A) va goi la ideal
sinh béi A.
Mot ideal sinh bdi mot phan tit @ € R goi 1a mot ideal chinh va ki hieu
bdéi
(a) =aR ={ar:r € R}.

Dinh nghia 1.3. Vanh chinh 14 vinh ma moi ideal déu 14 ideal chinh.
Vi du 1.2.

i) Z la vanh chinh.
ii) Z/mZ la vanh chinh.
Dinh nghia 1.4. Mot ideal I ciia vanh R dugc goi 1a ideal nguyeén té néu:
i) I # R.
ii) Va,b € R, ab € I kéo theo a € [ hodc b € I.

Dinh nghia 1.5. Pho ctia vanh R ki hiéu 14 Spec(R), 1a tap tat ca cac ideal
nguyén to clia R.

Dinh 1i 1.1. Pho ctia vanh cac s6 nguyén la
Spec(Z) = {pZ : p 1a 6 nguyen t6 hodc p = 0}.
Chiing minh

Vi Z 1a vanh chinh nén moi ideal ctia n6 c6 dang dZ véi d 1a s6 nguyen
khong am.
Néu d = 0 thi dZ = {0}, ideal {0} 1a ideal nguyen t6, vi ab = 0 khi va chi
khi @ = 0 hoac b = 0.

Giast d > 1.



THI1 : d = p 1a mot s6 nguyén t6 va ab € pZ thi p 1a ude ctia ab. Theo
b6 dé Euclid, p 1a uéc clia a hoiic p 1a ude clia b, do dé a € pZ hoic b € pZ.
Vay pZ la idéan nguyén t6 v6i moi sd nguyén to p.

TH2 : d 1 hop s0, ta c6 thé viét d = ab, trong d6 1 < a < b < d.
Néu a € dZ thi a = dk = abk v6i k nguyén duong, suy ra 1 = bk, vo 1y. Do
d6 a ¢ dZ.

Tuong tu b ¢ dZ.

Vi d = ab € dZ, suy ra dZ khong phai 1a mot ideal nguyén t6. Do vay,
cac ideal nguyén t6 ctia vanh Z 1 cac ideal c¢6 dang pZ, véi p 1a nguyén to
hoac p = 0.

Dinh ly dugc chiing minh.

Dinh nghia 1.6. Mot phan ti = ctia vanh R dugc goi 1a liy linh néu ton
tai mot s6 nguyén duong k sao cho z¥ = 0.
Vi du 1.3.

i) Phan tit khong trong mot vanh bat ki 1a phan ti iy linh.
Phan t1t don vi 1 trong vanh khong 13 phan tit liy linh.

ii) Lop dong du 6 + 27Z la phan tit liy linh ctia vanh Z/277Z.

Dinh nghia 1.7. Ta goi tap tat ca cac phan tit liy linh ctia R 13 radical clia
vanh R va ki hiéu béi N (R).

Nhan xét N (R) la mot ideal ctia vanh R.
That vay:

e Va,b € N (R), ton tai cac sb nguyen k, h sao cho a* = 0, b" = 0.
Diing khai trién Newton ¢6 ngay moi hang t1t trong khai trién (a —
déu bing 0, suy ra (a — b)"" = 0 nen (a — b) € N(R).

e Va € N (R),Vx € R, do R la vanh giao hoéan ta c6 (a:v)k =a¥.2" =0,
suy ra ar € N (R).

Dinh nghia 1.8. Ta goi tich ciia cac udc nguyén t6 khac nhau ctia sé nguyén
khac khong m 1a radical ctia s6 m va ki hi¢u 1a rad (m).
Ta co

rad (m) = Hp :
plm



Vi du 1.4.
rad (72) = 2.3 = 6, rad (30) = 2.3.5 = 30, rad(—1) = 1.
rad (3") =3, rad(n!) = ] p, pla s6 nguyeén t6.

2<p<n
rad (a") = rad a déi véi moi s6 nguyén a.

Dinh 1i 1.2. V6i m > 2 ta co:

i) Z/mZ la vanh chinh va cac ideal cua Z/mZ 1a cac ideal sinh béi céc 16p
dong du d + mZ, véi d 1a uéc ciia m.

ii) Céc ideal nguyen t6 ctia Z/mZ la cac ideal sinh béi cac 16p dong du
p + mZ, trong dé p 1a mot ude s6 nguyen to6 clia m.

iii) Radical ctia Z/mZ la ideal sinh ra bdi 16p dong du rad (m) + mZ.
Chiing minh

i) Giad st J 1a mot ideal bat ki ciia vanh Z/mZ.
Xét phép chiéu chinh tac

p:Z —7Z/mZ (p(xr)=x+mZ).

Ta c6 p la mot dong cau vanh va p~! (J) = I 13 mot ideal clia Z.
Ro6 rang

I={acZlpla)=a+mZecJ}.
Do Z 1a vanh chinh nén I 13 ideal chinh, ta c¢6 I = dZ (d 1a s6 nguyén
duong nhé nhat trong I). Do p(m) = mZ € J neén m € I = dZ suy ra
d la wGc cia m.
Mat khéc, do d € I nén p(d) = d + mZ € J suy ra ideal chinh trong
Z/mZ sinh béi (d + mZ) chia trong J.
Nguoc lai, lay bat ki a + mZ € J ta c6 a € I nén a = dr v6i r nguyeén.
Suy ra

a+mZ=dr+mZ = (d+mZ)(r+mZ) € (d+mZ) .

Tt d6 suy ra J = (d +mZ) va a + mZ € J khi va chi khi d 1a udc cla
a.



ii) Goi J la ideal chinh sinh béi d + mZ, trong dé6 d 1a wée cua m, d > 2.
Néu d = p 1a nguyén t6 va

(a+mZ)(b+mZ)=ab+mZe J

thi p 1a w6c cia ab va do do6 p 1a uée cia a hodc cua b, tic la a+mZ € J
hoac b +mZ € J suy ra J la ideal nguyén to.

Néu d = ab 1a hop sb, trong d6 1 < a < b < d thi a+mZ ¢ J va
b+ mZ ¢ J nhung (a+mZ)(b+mZ) = d+ mZ € J, nén J khong
phai la ideal nguyéen t6. Do d6, ideal nguyén t6 ctia vanh Z/mZ la céc
ideal c6 dang p + mZ, trong d6 p 1a uéc nguyén to ctia m.

Do vay

Spec (Z/mZ) = {{p + mZ) | véi p la uéc nguyén t6 ctia m } .

iii) Lop dong du a + mZ la luy linh trong R khi va chi khi v6i k& nguyén
duong
(a+mZ)" = " +mZ = mZ.

Diéu nay tuong duong v6i a + mZ 1a lity linh khi va chi khi m 1& uéc
clia a”. Suy ra rad (m) la uéc cia rad (a¥) = rad (a).
Tu d6 ta ¢6 rad (m) 1a wée cua a. Vi vay a + mZ € (rad (m) + mZ) .
Ta co
N (Z/mZ) = (rad (m) +mZ) .
Dinh ly duoc chiing minh.

Cho f (t) € C[t] 1a da thitc bac n. Néu ay, ..., a;, 1a cac nghiém phan
biét ctia f (t) thi ta c6 thé phan tich f(¢) thanh tich cac s hang tuyén
tinh dang f (¢t) = ¢, [[i—; (t — ;)™ trong d6 he s6 dau tién ¢, # 0 va

mi+ ... +m, =n.

Dinh nghia 1.9. Radical cia da thic f (x) duge dinh nghia béi

r

rad (f) :H(t—%‘)-

1=1

Tap hgp cac nghiém cua da thice f (f) 1a mot tap hitu han

Z(f)={aeC:f(a)=0}={a,...., 0 }.



