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Mở đầu

Trong luận văn này chúng ta sẽ giải thích định nghĩa của tích phân xác

định của hàm thực xác định trên một khoảng compăc. Ta có cái nhìn gần hơn

về các loại hàm có thể lấy tích phân và ta trình bày phân tích định tính của

hàm khả tích, theo cách chính xác hơn so với tính toán thông thường. Tích

phân được định nghĩa và nghiên cứu ở đây được biết đến với tên tích phân

Riemann.

Cauchy (1823) miêu tả một cách nghiệm ngặt tích phân của hàm liên tục

như giới hạn của một tổng. Riemann (1854), chỉ đơn thuần là một phần bên

ngoài trong luận án nổi tiếng của ông về chuỗi lượng giác, định nghĩa tích phân

cho các hàm tổng quát hơn. Trong phần tiếp theo chúng ta miêu tả ngắn gọn lý

thuyết tích phân Riemann và mở rộng của nó bởi Bois-Reymond và Darboux.

Lý thuyết tổng quát hơn của Lebesgue (1902) không được khảo sát ở đây.

Trong định nghĩa của tích phân xác định đã sử dụng tiếp cận tính diện

tích của một hình phẳng cũng như tính khối lượng của một vật phẳng khi biết

hàm mật độ khối. Vì thế, tích phân xác định từ nội tại đã có những ứng dụng

Hình học và Vật lý.

Ứng dụng tích phân trong hình học, như tính diện tích của một hình

phẳng, tính thể tích của khối tròn xoay, độ dài đường cong phẳng, diện tích

của mặt tròn xoay, v.v..đã được đề cập khá nhiều trong các sách giáo khoa,

sách chuyên khảo nâng cao, cũng như trong các đề thi vào Đại học nhiều năm.

Vật lý học là môn khoa học thực nghiệm, các định luật, các công thức

của Vật lý thường được xây dựng trên các biểu thức Toán học phù hợp với kết

quả thực nghiệm. Việc sử dụng Toán học có hiệu quả trong việc giải các bài

toán của Vật lý là việc rất khó đối với học sinh phổ thông, kể cả các học sinh

khá, giỏi.

So với những ứng dụng của tích phân trong Hình học sơ cấp thì tài liệu

giới thiệu về ứng dụng của tích phân giải các bài toán của Cơ học và Vật lý sơ

cấp chưa có nhiều và khá sơ sài.Vì vậy chúng tôi đã chọn đề tài về ứng dụng
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của tích phân trong Hình học, Cơ học và Vật lý làm Luận văn Thạc sĩ Khoa

học.

Theo chúng tôi được biết, đề tài trên đây cũng đã được đề cập trong Luận

văn Thạc sĩ Khoa học [5], năm 2011. Tuy nhiên trong tài liệu này chỉ thấy

trình bày lý thuyết tóm tắt của tích phân trong Hình học và Cơ học mà chưa

thấy có các bài toán áp dụng, đặc biệt là các bài toán khó và các bài toán của

vật lý sơ cấp.

Luận văn này gồm có; Mở đầu, ba chương nội dung, Kết luận và Tài liệu

tham khảo.

Chương 1 trình bày cơ sở lý thuyết của tích phân xác định Riemann. Kiến

thức của chương này có thể tìm thấy trong bất kỳ tài liệu nào về phép tính vi

phân và tích phân.

Chương 2 trình bày ứng dụng của phép tính tích phân trong Hình học.

Nội dung của chương này dựa trên nhiều tài liệu, đặc biêt là các tài liệu [1], [4]

và các đề tuyển sinh Đại học trong nhiều năm.

Chương 3 trình bày ứng dụng phép tính tích phân trong các bài toán của

vật lý. Chương này là nội dung chính của luận văn. Mục 3.1 trình bày sơ đồ

tổng quát áp dụng tích phân xác định vào các bài toán của cơ học và vật lý.

Ngoài việc hiểu các kiến thức cần thiết của Vật lý còn phải biết Toán học hóa

bài toán của Vật lý, như đưa vào các biến cần thiết, xét hệ tọa độ thích hợp.

Vấn đề quan trọng trong ứng dụng phép tính tích phân là trước hết phải biết

vi phân các đại lượng, sau đó dùng các định luật của Vật lý thiết lập các đại

lượng vi phân nguyên tố, sau đó mới tích phân các đại lượng vi phân nguyên

tố này, v.v..
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Chương 1

Tích phân xác định

Chương này trình bày cơ sở lý thuyết của tích phân xác định Riemann.

Kiến thức của chương này có thẻ tìm thấy trong bất kỳ tài liệu nào về phép

tính vi phân và tích phân của hàm một biến, đặc biệt là các tài liệu [1], [4].

1.1 Tích phân xác định và lớp hàm khả tích Rie-

mann

1.1.1 Định nghĩa tích phân xác định

• Một phân hoạch của khoảng [a, b] thành các khoảng con là tập hữu hạn các

điểm

∆ = {x0, x1, . . . , xn},

trong đó a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Một phân hoạch ∆′ của [a, b] được gọi là

sự làm mịn của ∆ nếu nó chứa tất cả các điểm của ∆, tức là ∆′ ⊃ ∆.

• Giả sử f : [a, b] → R là một hàm tùy ý. Nếu ∆ = {x0, x1, . . . , xn}, là một

phân hoạch của [a, b], khi đó một cách lựa chọn gắn với ∆ là một lớp hữu hạn

ξ = (ξ1, . . . , ξn) sao cho ξi−1 ≤ ξi ≤ ξi+1 với i = 1, . . . , n. Ta gắn với f,∆ và ξ

tổng Riemann S(f ; ∆, ξ) xác định bởi

S(f ; ∆, ξ) =
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1).

• Ta nói rằng f là khả tích Riemann trên [a, b] nếu tồn tại một số thực I với

tính chất sau: với bất kỳ ε > 0, tồn tại một phân hoạch ∆ của [a, b] sao cho
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|S(f ; ∆, ξ) − I| < ε, với mọi cách lựa chọn ξ gắn với ∆. Số I được gọi là tích

phân của f trên [a, b] và ký hiệu bằng

∫ b

a

f(x)dx. Như vậy, theo định nghĩa ta

có ∫ b

a

f(x)dx = lim
max ∆xi→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi, ∆xi = xi − xi−1. (1.1)

Chú ý 1.1. Tích phân xác định không phụ thuộc vào sự lựa chọn biến lấy tích

phân: ∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(y)dy =

∫ b

a

f(t)dt, ...

.

1.1.2 Lớp hàm khả tích Riemann

• Nếu tích phân xác định trên [a, b] của hàm f tồn tại, thì ta nói hàm f khả

tích trên [a, b]. Chúng ta có các lớp hàm sau khả tích trên đoạn [a, b]:

f(x) bị chặn và đơn điệu trên [a, b],

f(x) liên tục trên [a, b],

f(x) liên tục từng khúc chỉ có một số hữu hạn điểm

gián đoạn trên đoạn [a, b].

Đặc biệt, nếu ta thay đổi giá trị của một hàm khả tích tại hữu hạn điểm, thì

hàm số vẫn khả tích và giá trị của tích phân không thay đổi. Hàm bị chặn có

thể không khả tích. Để minh họa, xét hàm Dirichlet sau đây.

Ví dụ 1.1. Hàm Dirichlet được xác định bởi công thức

f(x) =

1 nếu x ∈ Q

0 nếu x ∈ R\Q.

Chúng ta sẽ chứng tỏ hàm f không khả tích trên bất kỳ khoảng [a, b].

Thật vậy, với bất kỳ phân hoạch ∆ = {x0, x1, . . . , xn} của [a, b], mỗi khoảng

[xi−1, xi] chứa cả số hữu tỷ và số vô tỷ. Do đó, tồn tại hai cách chọn ξ và ξ′ gắn

với ∆ sao cho S(f ; ∆, ξ) = b − a và S(f ; ∆, ξ′) = 0. Do đó, f không khả tích

trên [a, b]. Ta cũng chỉ ra rằng hàm này gián đoạn toàn phần, tức là gián đoạn

tại mọi điểm.
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• Trong phần tiếp theo chúng tôi miêu tả một phương pháp tiếp cận tính khả

tích Riemann khác. Ta định nghĩa tổng Darboux dưới và tổng Darboux trên

gắn với f : [a, b]→ R và cách chia ∆ = {x0, x1, . . . , xn} của [a, b] là

S−(f ; ∆) =
n∑
i=1

mi(xi − xi−1), S+(f ; ∆) =
n∑
i=1

Mi(xi − xi−1),

trong đó

mi = inf
xi−1≤x≤xi

,Mi = sup
xi−1≤x≤xi

.

Khi đó S−(f ; ∆) ≤ S+(f ; ∆), và ngoài ra, S−(f ; ∆) ≤ S(f ; ∆, ξ) ≤
S+(f ; ∆), với cách chọn ξ gắn với cách chia ∆. Hơn nữa, nếu ∆′ là phép

làm mịn của ∆, thì

S−(f ; ∆) ≤ S−(f ; ∆′) ≤ S+(f ; ∆′) ≤ S+(f ; ∆),

nếu ∆1 và ∆2 là hai cách chia tùy ý, thì

S−(f ; ∆1) ≤ S+(f ; ∆2).

Điều này chỉ ra tập các tổng Darboux dưới của f bị chặn trên bởi mọi tổng

Darboux trên và tập các tổng Darboux trên của một hàm nhất định được bị

chặn dưới bởi bất kỳ tổng Darboux dưới. Do đó, ta khảo sát cận trên đúng của

tổng Darboux dưới và cận dưới đúng của tổng Darboux trên. Ta định nghĩa

tích phân Darboux dưới ∫ b

a

f(x)dx := sup
∆
S−(f ; ∆)

và tích phân Darboux trên∫ b

a

f(x)dx := inf
∆
S+(f ; ∆).

Các tiêu chuẩn tích phân sau là của Darboux

Định lý 1.1. Một hàm f : [a, b] → R khả tích khi và chỉ khi với bất kỳ ε > 0

tồn tại δ > 0 sao cho

S+(f ; ∆)− S−(f ; ∆) < ε,

với mọi phân hoạch ∆ = {x0, x1, . . . , xn} với maxi(xi − xi−1) < δ.


