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Më ®Çu

Bµi to¸n nghiªn cøu quan hÖ sè khuyÕt cho c¸c hµm vµ ¸nh x¹ chØnh

h×nh lµ mét bµi to¸n quan träng, cã mét lÞch sö l©u dµi vµ thu hót ®îc sù

quan t©m nghiªn cøu cña nhiÒu nhµ to¸n häc trªn thÕ giíi. Trong lý thuyÕt

Nevanlinna cho c¸c hµm ph©n h×nh, ta ®· biÕt mét kÕt qu¶ næi tiÕng: Tæng

sè khuyÕt cña mét hµm ph©n h×nh phøc t¹i tÊt c¶ c¸c ®iÓm lu«n nhá h¬n

hoÆc b»ng 2. N¨m 1933, H. Cartan ([3]) më réng kÕt qu¶ trªn cho ¸nh x¹

chØnh h×nh phøc, ¤ng ®· chøng minh:
q∑
j=1

δf(Hj) 6 n+ 1,

trong ®ã f : C −→ Pn(C) lµ mét ¸nh x¹ chØnh h×nh kh«ng suy biÕn tuyÕn

tÝnh vµ H1, . . . , Hq lµ c¸c siªu ph¼ng trong Pn(C) ë vÞ trÝ tæng qu¸t. VÒ

sau, rÊt nhiÒu nhµ to¸n häc ®· xem xÐt vÊn ®Ò t¬ng tù cho trêng hîp c¸c

siªu mÆt kh«ng tuyÕn tÝnh: Eremenko vµ Sodin ([7]), Y.- T. Siu ([14]), A.

Biancofiore ([2]), Ru ([10],[11]) vµ nhiÒu nhµ to¸n häc kh¸c.

C¸c kÕt qu¶ nghiªn cøu vÒ sè khuyÕt cña ¸nh x¹ chØnh h×nh g¾n liÒn víi

hai gi¶ thuyÕt quan träng cña P. Griffiths (xem [4], [10]) ®Æt ra vµo n¨m

1972 vµ B. Shiffman (xem [13], [10]) vµo n¨m 1979. Víi mét ¸nh x¹ chØnh

h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè f : C −→ Pn(C) vµ mét häD = {D1, . . . , Dq}

c¸c siªu mÆt bËc d, ë vÞ trÝ tæng qu¸t trong Pn(C), P. Griffiths ®Æt ra
q∑
j=1

δf(Dj) 6
n+ 1

d
.

Trong ([13]), B. Shiffman cho r»ng ®ã lµ gi¶ thuyÕt khã, «ng cho r»ng
q∑
j=1

δf(Dj) 6 n+ 1.
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Gi¶ thuyÕt cña B. Shiffman ®îc M. Ru gi¶i quyÕt n¨m 2004, gi¶ thuyÕt

cña P. Griffiths ®Õn nay vÉn lµ mét vÊn ®Ò më.

Môc tiªu cña luËn v¨n lµ giíi thiÖu c«ng tr×nh cña M. Ru vÒ quan hÖ sè

khuyÕt cho ®êng cong chØnh h×nh f : C −→ Pn(C) vµ cña H. T. Phuong

cho ®êng cong chØnh h×nh f : C −→ X , trong ®ã X lµ mét ®a t¹p tuyÕn

tÝnh trong Pn(C), víi môc tiªu lµ c¸c siªu mÆt ë vÞ trÝ tæng qu¸t. Bè côc

luËn v¨n gåm phÇn më ®Çu, hai ch¬ng néi dung, kÕt luËn vµ danh môc

tµi liÖu tham kh¶o.

Ch¬ng 1, luËn v¨n tr×nh bµy mét sè kiÕn thøc c¬ së trong lý thuyÕt

ph©n bè gi¸ trÞ cho hµm ph©n h×nh: C«ng thøc Poisson-Jensen, c¸c hµm

Nevanlinna, hai ®Þnh lý c¬ b¶n cña Nevanlinna vµ bæ ®Ò vÒ quan hÖ sè

khuyÕt trong trêng hîp hµm ph©n h×nh.

Trong Ch¬ng 2, luËn v¨n tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ vÒ quan hÖ sè

khuyÕt cho ®êng cong chØnh h×nh trong c¸c trêng hîp f : C −→ Pn(C)

vµ f : C −→ X , trong ®ã X lµ mét ®a t¹p tuyÕn tÝnh k chiÒu (k ≤ n), kÕt

hîp víi c¸c siªu mÆt ë vÞ trÝ tæng qu¸t.

LuËn v¨n ®îc hoµn thµnh díi sù híng dÉn tËn t×nh vµ ®Çy tr¸ch

nhiÖm cña TS. Hµ TrÇn Ph¬ng. T¸c gi¶ xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c

®èi víi ThÇy vÒ nh÷ng gióp ®ì cïng nh÷ng ®iÒu kiÖn thuËn lîi nhÊt mµ

ThÇy dµnh cho t¸c gi¶ trong suèt qu¸ tr×nh thùc hiÖn luËn v¨n.

T¸c gi¶ xin tr©n träng c¶m ¬n Khoa Sau ®¹i häc, Ban chñ nhiÖm khoa

To¸n - Trêng §¹i häc S ph¹m - §¹i häc Th¸i Nguyªn, c¸c thÇy c« gi¸o

khoa To¸n - §HSP Th¸i Nguyªn, ViÖn To¸n häc ®· tËn t×nh gi¶ng d¹y,

truyÒn thô kiÕn thøc vµ gióp ®ì t¸c gi¶ trong qu¸ tr×nh häc tËp.

T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¶m ¬n Trêng §H Kü thuËt C«ng nghiÖp Th¸i

Nguyªn, c¸c ®ång nghiÖp cïng bé m«n To¸n, c¸c c¸n bé gi¶ng viªn khoa
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Khoa häc c¬ b¶n ®· quan t©m, t¹o ®iÒu kiÖn thuËn lîi cho t¸c gi¶ thùc

hiÖn kÕ ho¹ch häc tËp cña m×nh.

Xin c¶m ¬n ngêi th©n, b¹n bÌ ®· cæ vò ®éng viªn t¸c gi¶ trong suèt

qu¸ tr×nh häc tËp vµ hoµn thµnh luËn v¨n.
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Ch¬ng 1

Mét sè kiÕn thøc c¬ së trong lý thuyÕt
ph©n bè gi¸ trÞ cho hµm ph©n h×nh

Trong ch¬ng nµy chóng t«i tr×nh bµy mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n trong lý

thuyÕt ph©n bè gi¸ trÞ Nevanlinna cho c¸c hµm ph©n h×nh vµ mét sè kiÕn

thøc chuÈn bÞ cho ch¬ng 2.

1.1 C«ng thøc Poisson-Jensen

Gi¶ sö f(z) lµ hµm chØnh h×nh x¸c ®Þnh trªn miÒn D ⊂ C. §iÓm

z0 ∈ D ®îc gäi lµ kh«ng ®iÓm béi k cña f nÕu tån t¹i mét hµm chØnh

h×nh h(z) kh«ng triÖt tiªu trong mét l©n cËn nµo ®ã cña z0 vµ trong l©n

cËn ®ã hµm f biÓu diÔn ®îc díi d¹ng

f(z) = (z − z0)
k.h(z),

nghÜa lµ f(z0) = f ′(z0) = ... = f (k−1)(z0) = 0 vµ f (k)(z0) 6= 0.

Hµm f(z) ®îc gäi lµ hµm ph©n h×nh trong D nÕu f(z) chØnh h×nh trªn

D trõ ra mét sè c¸c ®iÓm bÊt thêng lµ cùc ®iÓm. Gi¶ sö f lµ mét hµm

ph©n h×nh, khi ®ã f =
f1

f2
trong ®ã f1, f2 lµ c¸c hµm chØnh h×nh kh«ng

cã kh«ng ®iÓm chung. Sè phøc z0 ®îc gäi lµ kh«ng ®iÓm béi k cña hµm

f(z) nÕu z0 lµ kh«ng ®iÓm béi k cña f1(z), z0 ®îc gäi lµ cùc ®iÓm béi k
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cña f(z) nÕu z0 lµ kh«ng ®iÓm béi k cña f2(z).

CÊp cña hµm ph©n h×nh f t¹i ®iÓm z0, ký hiÖu lµ ordz0f , lµ sè nguyªn

k nhá nhÊt sao cho
f(z)

(z − z0)k
lµ hµm chØnh h×nh, kh¸c 0 t¹i z0.

§Þnh lý 1.1 (C«ng thøc Poisson - Jensen, [12]). Gi¶ sö f(z) 6≡ 0 lµ mét

hµm ph©n h×nh trong h×nh trßn {|z| ≤ R}, 0 < R < +∞. Gi¶ sö aµ,

µ = 1, ...,M lµ c¸c kh«ng ®iÓm cña f , kÓ c¶ béi, bν , ν = 1, ..., N lµ

c¸c cùc ®iÓm cña f , còng kÓ c¶ béi, trong h×nh trßn ®ã. Khi ®ã, víi

z = reiθ(0 ≤ r < R), f(z) 6= 0,+∞ ta cã

log |f(z)| = 1

2π

2π∫
0

log |f(Reiϕ)| R2 − r2

R2 − 2Rr cos(ϕ− θ) + r2dϕ

+
M∑
µ=1

log
∣∣∣R(z − aµ)

R2 − aµz

∣∣∣− N∑
ν=1

log
∣∣∣R(z − bν)
R2 − bνz

∣∣∣. (1.1)

1.2 C¸c hµm Nevanlinna

Gi¶ sö f(z) lµ hµm ph©n h×nh trong ®Üa DR = {z ∈ C : |z| < R},

trong ®ã 0 < R ≤ ∞ vµ r < R. Víi mçi sè thùc d¬ng x, ký hiÖu

log+ x = max{0, log x}.

§Þnh nghÜa 1.2 ([12]). Hµm

mf(r,∞) =
1

2π

2π∫
0

log+ |f(reiϕ)|dϕ

®îc gäi lµ hµm xÊp xØ cña f .

Ký hiÖu

mf(r, a) = m 1
f−a

(r,∞) =
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣∣ 1

f(reiϕ)− a

∣∣∣dϕ,
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hµm mf(r, a) ®îc gäi lµ hµm xÊp xØ cña f t¹i gi¸ trÞ a ∈ C.

§Æt nf(r,∞) (t¬ng øng nf(r,∞)) lµ sè c¸c cùc ®iÓm tÝnh c¶ béi

(t¬ng øng, kh«ng tÝnh béi) cña hµm f trong ®Üa Dr = {|z| ≤ r}. Ký hiÖu

nf(r, a) = n 1
f−a

(r,∞),

nf(r, a) = n 1
f−a

(r,∞).

§Þnh nghÜa 1.3 ([12]). Hµm

Nf(r,∞) = nf(0,∞) log r +

r∫
0

(
nf(t,∞)− nf(0,∞)

)dt
t

®îc gäi lµ hµm ®Õm tÝnh c¶ béi cña f , hµm

N f(r,∞) = nf(0,∞) log r +

r∫
0

(
nf(t,∞)− nf(0,∞)

)dt
t

®îc gäi lµ hµm ®Õm kh«ng tÝnh béi cña f .

Ký hiÖu

Nf(r, a) = N 1
f−a

(r,∞),

N f(r, a) = N 1
f−a

(r,∞).

Khi ®ã

Nf(r, 0) = (ord+
0 f) log r +

∑
z∈Dr,z 6=0

(ord+
z f) log

∣∣∣r
z

∣∣∣.
§Þnh nghÜa 1.4 ([12]). Hµm

Tf(r) = mf(r,∞) +Nf(r,∞)

®îc gäi lµ hµm ®Æc trng cña f .

Ký hiÖu

Tf(r, a) = T 1
f−a

(r,∞)

hµm Tf(r, a) ®îc gäi lµ hµm ®Æc trng cña f t¹i a ∈ C.
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NhËn xÐt 1.5. Khi f ∼ a th× mf(r, a) nhËn gi¸ trÞ cµng lín, do ®ã cã thÓ

coi mf(r, a) lµ hµm ®o tËp hîp f nhËn gi¸ trÞ gÇn a. Hµm Nf(r, a) ®o tËp

hîp f nhËn gi¸ trÞ a. XÐt vÒ mÆt nµo ®ã, hµm Tf(r) ®èi víi lý thuyÕt hµm

ph©n h×nh cã vai trß nh bËc cña ®a thøc trong lý thuyÕt ®a thøc. Tõ ®Þnh

nghÜa hµm ®Æc trng ta cã

Tf(r, a) ≥ Nf(r, a) +O(1),

trong ®ã O(1) lµ ®¹i lîng bÞ chÆn khi r −→∞. Khi ®ã c«ng thøc Poisson

- Jensen (1.1) ®îc viÕt l¹i nh sau

Tf(r) = Tf(r, a) + log |f(0)|.

TiÕp theo, ta nghiªn cøu mét sè tÝnh chÊt ®¬n gi¶n cña c¸c hµm Nevan-

linna. DÔ thÊy, nÕu a1, ..., ap lµ c¸c sè phøc th×

log+
∣∣∣ p∏
µ=1

aµ

∣∣∣ ≤ p∑
µ=1

log+ |aµ|

vµ

log+
∣∣∣ p∑
µ=1

aµ

∣∣∣ ≤ p∑
µ=1

log+ |aµ|+ log p.

Gi¶ sö f1(z), ..., fp(z) lµ c¸c hµm ph©n h×nh. §Æt

f(z) =

p∑
µ=1

fµ(z),

g(z) =

p∏
µ=1

fµ(z).

¸p dông hai bÊt ®¼ng thøc trªn cho p hµm ph©n h×nh, ta thu ®îc mét sè

tÝnh chÊt sau ®©y cña c¸c hµm Nevanlinna:
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mf(r,∞) ≤
p∑

µ=1

mfµ(r,∞) + log p.

mg(r,∞) ≤
p∑

µ=1

mfµ(r,∞).

Nf(r,∞) ≤
p∑

µ=1

Nfµ(r,∞).

Ng(r,∞) ≤
p∑

µ=1

Nfµ(r,∞).

Tf(r,∞) ≤
p∑

µ=1

Tfµ(r,∞) + log p.

Tg(r,∞) ≤
p∑

µ=1

Tfµ(r,∞).

1.3 §Þnh lý c¬ b¶n thø nhÊt

§Þnh lý 1.6 ([12]). Cho f 6≡ 0 lµ mét hµm ph©n h×nh trong h×nh trßn

{|z| ≤ R}, 0 < R ≤ ∞, a lµ sè phøc tuú ý. Khi ®ã, víi mçi 0 ≤ r < R,

ta cã

(i) Tf(r) = mf(r, 0)+Nf(r, 0)+log |cf |. (1.2)

(ii) Víi mçi sè phøc a ∈ C,

|Tf(r)−mf(r, a)−Nf(r, a)| ≤ | log |c 1
f−a
||+ log+ |a|+ log 2,

trong ®ã cf lµ hÖ sè kh¸c 0 nhá nhÊt trong khai triÓn Taylo cña hµm f

trong l©n cËn cña ®iÓm 0, c 1
f−a

lµ hÖ sè kh¸c 0 nhá nhÊt trong khai triÓn

Taylo cña hµm
1

f − a
trong l©n cËn cña ®iÓm 0.
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