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Mð �¦u

Ph÷ìng tr¼nh Laplace l  mët ph÷ìng tr¼nh cì b£n v  cê �iºn cõa

lþ thuy¸t ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng. �¥y l  �¤i di»n quan trång

cõa lîp ph÷ìng tr¼nh elliptic. Vi»c têng quan c¡c t½nh ch§t cì b£n cõa

nghi»m ph÷ìng tr¼nh v  b§t ph÷ìng tr¼nh Laplace l  c¦n thi¸t. �â l 

c¡c h m �i·u háa, tr¶n �i·u háa v  d÷îi �i·u háa. �èi vîi c¡c h m

n y câ r§t nhi·u t½nh ch§t, �ành lþ �¢ �÷ñc nghi¶n cùu. Ch¯ng h¤n

nh÷ nguy¶n lþ cüc �¤i, c¡c �ành lþ v· gi¡ trà trung b¼nh, ...

�èi vîi h m �i·u háa, nghi»m suy rëng cõa b i to¡n bi¶n Dirichlet

luæn tçn t¤i. Nh÷ng ð luªn v«n n y nghi¶n cùu nghi»m cê �iºn cõa

b i to¡n bi¶n Dirichlet, cö thº x²t t½nh gi£i �÷ñc cõa b i to¡n bi¶n

Dirichlet trong mët mi·n bà ch°n, nghi¶n cùu khi n o b i to¡n Dirichlet

l  gi£i �÷ñc trong mi·n Ω. Ch½nh v¼ vªy, trong luªn v«n n y �¢ �÷a

v i kh¡i ni»m �iºm ch½nh quy tr¶n bi¶n m  �÷ñc �ành ngh¾a thæng qua

kh¡i ni»m h m ch­n.

K¸t qu£ cì b£n trong luªn v«n n y l  �ành lþ nâi r¬ng b i to¡n

Dirichlet gi£i �÷ñc khi v  ch¿ khi måi �iºm tr¶n bi¶n �·u l  �iºm

ch½nh quy. Ph¦n cuèi cõa luªn v«n nghi¶n cùu khi n o mët �iºm l 

ch½nh quy.

Luªn v«n gçm 2 ch÷ìng:

Ch÷ìng 1 tr¼nh b y c¡c kh¡i ni»m, t½nh ch§t cì b£n v· nghi»m cõa

ph÷ìng tr¼nh Laplace v  c¡c b§t ph÷ìng tr¼nh Laplace. �â l  c¡c �ành

ngh¾a v· h m �i·u háa, h m d÷îi �i·u háa, tr¶n �i·u háa, cæng thùc

t½ch ph¥n tøng ph¦n, c¡c �¯ng thùc v  b§t �¯ng thùc gi¡ trà trung
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b¼nh, nguy¶n lþ cüc �¤i v  cüc tiºu.

Ch÷ìng 2 nghi¶n cùu c¡c t½nh ch§t cì b£n cõa h m �i·u háa. �â

l  b§t �¯ng thùc Harnack, �÷a v o cæng thùc Green, h m Green �èi

vîi b i to¡n Dirichlet, nghi¶n cùu �ành lþ hëi tö v  c¡c �¡nh gi¡ b¶n

trong �èi vîi h m �i·u háa. Ph¦n cuèi nghi¶n cùu b i to¡n Dirichlet

cho h m �i·u háa b¬ng ph÷ìng ph¡p h m �i·u háa d÷îi. B¬ng ph÷ìng

ph¡p n y �¢ �÷a v o kh¡i ni»m �iºm ch½nh quy tr¶n bi¶n, ph¡t biºu

v  chùng minh �ành lþ v· �i·u ki»n c¦n v  �õ cho t½nh gi£i �÷ñc cõa

b i to¡n bi¶n Dirichlet. �÷a v o �i·u ki»n �õ cho t½nh ch½nh quy, �â l 

�i·u ki»n h¼nh c¦u ngo i cõa mi·n. �i·u ki»n c¦n v  �õ cho t½nh ch½nh

quy cõa mët �iºm tr¶n bi¶n �÷ñc ph¡t biºu thæng qua kh¡i ni»m dung

l÷ñng.

T i li»u tham kh£o ch½nh cõa luªn v«n l  ch÷ìng 2 cõa t i li»u [2].
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Ch÷ìng 1

Nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh v  b§t

ph÷ìng tr¼nh Laplace

1.1 C¡c �ành ngh¾a. Cæng thùc t½ch ph¥n tøng

ph¦n

1.1.1 H m �i·u háa, h m d÷îi �i·u háa v  h m tr¶n �i·u

háa

Kþ hi»u:

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn,

||x|| =
√
x2

1 + x2
2 + ...+ x2

n.

�ành ngh¾a 1.1.1.
Cho Ω l  mët mi·n trong Rn v  h m sè u thuëc C2(Ω) . To¡n tû

Laplace t¡c �ëng l¶n u, k½ hi»u l  ∆u, �÷ñc x¡c �ành bði:

∆u =

n∑
j=1

Dj
2u = divDu, (1.1)

trong �â,

Du = (D1u,D2u, ..., Dnu) l  gradient cõa u,

Dju =
∂u

∂xj
,
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∆u =
∂2u

∂x1
2

+
∂2u

∂x2
2

+ ...+
∂2u

∂xn
2

= div(Du).

H m sè u �÷ñc gåi l  h m �i·u háa (h m d÷îi �i·u háa, h m tr¶n

�i·u háa) trong Ω n¸u nâ thäa m¢n:

∆u(x) = 0 (≥ 0,≤ 0),∀x ∈ Ω. (1.2)

Trong ch÷ìng n y chóng ta ph¡t triºn mët sè t½nh ch§t cõa h m

�i·u háa, h m d÷îi �i·u háa v  h m tr¶n �i·u háa dòng �º nghi¶n

cùu t½nh gi£i �÷ñc cõa b i to¡n Dirichlet cê �iºn cho ph÷ìng tr¼nh

Laplace, ∆u = 0. Ph÷ìng tr¼nh Laplace v  ph÷ìng tr¼nh khæng thu¦n

nh§t t÷ìng ùng cõa nâ, ph÷ìng tr¼nh Poisson −∆u = f , l  mæ h¼nh

cì b£n cõa ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh eliptic.

1.1.2 Cæng thùc t½ch ph¥n tøng ph¦n

Gi£ sû Ω ⊂ Rn l  mi·n bà ch°n trong Rn vîi bi¶n ∂Ω, kþ hi»u

µ = (µ1, µ2, ..., µn) l  v²ctì ph¡p tuy¸n ngo i �ìn và t¤i �iºm x ∈ ∂Ω,

dS l  ph¦n tû di»n t½ch cõa ∂Ω.

Vîi u,v ∈ C1(Ω) ∩ C0(Ω̄), ta câ cæng thùc t½ch ph¥n tøng ph¦n:∫
Ω

(Dju)vdx = −
∫
Ω

u(Djv)dx+

∫
∂Ω

uvµjdS. (1.3)

Tø cæng thùc tr¶n ta suy ra �ành lþ ph¥n k¼ sau �¥y. Cho tr÷íng

v²ctì b§t k¼ w = (w1, w2, ..., wn) trong C1(Ω̄). Khi �â ta câ∫
Ω

divwdx =

∫
Ω

(w, µ)dS, (1.4)

trong �â, divw =
n∑
j=1

∂wj
∂xj

.

Thªt vªy, ¡p döng cæng thùc (1.3) ta câ:
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∫
Ω

divwdx =

∫
Ω

n∑
j=1

Djwjdx =

∫
Ω

n∑
j=1

(Djwj).1.dx

=

∫
∂Ω

n∑
j=1

wj.1.µjdS

=

∫
∂Ω

(w, µ)dS.

�°c bi»t n¸u u l  mët h m trong C2(Ω̄) b¬ng c¡ch �°t w = Du

trong (1.4) chóng ta câ:∫
Ω

∆udx =

∫
Ω

div(Du)dx =

∫
∂Ω

Du.µ.dS =

∫
∂Ω

∂u

∂µ
dS, (1.5)

trong �â
∂u

∂µ
=

n∑
j=1

∂u

∂xj
µj.

1.2 �¯ng thùc v  b§t �¯ng thùc �èi vîi gi¡ trà

trung b¼nh

1.2.1 C¡c �¤i l÷ñng trung b¼nh

Kþ hi»u ωn l  thº t½ch cõa h¼nh c¦u �ìn và trong Rn. Khi �â:

Thº t½ch cõa h¼nh c¦u b¡n k½nh R l  ωnRn.

Di»n t½ch cõa m°t c¦u �ìn và l : nωn.

Di»n t½ch cõa m°t c¦u b¡n k½nh R l  nωnRn−1.

�¤i l÷ñng trung b¼nh cõa h m sè u tr¶n m°t c¦u B b¡n k½nh R l :

1

nωnRn−1

∫
∂B

udS.

�¤i l÷ñng trung b¼nh cõa h m sè u trong h¼nh c¦u B b¡n k½nh R l :

1

ωnRn

∫
B

udx.
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