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MG dau

Trong toan hoc va diac biét 1a trong 1y thuyét s6, ham sinh bdi cac
uéc s6 1a mot ham s6 hoc lien quan dén tinh toan cac uéc clia mot sb
nguyén. Ham nay gan véi phép dém s6 cac udc so clia mot s6 nguyen va,
cac dang toan lién quan dén bicu dién cac wéc s6. Céc két qua nay gin
v6i cac nghién ciu gan day ctia nha toan hoc An D6 Ramanujan.

Luan van nay nhim muc dich tim hiéu chi tiét cac tinh chat cta
ham sinh bdi cac ude s6 va xét cac ing dung clia né trong viéc giai cac
bai toan lien quan trong s6 hoc.

Ngoai phan Md dau va Két luan, luan van dugc chia thanh ba
chuong dé cap dén cac van deé sau day:

Chuong 1 trinh bay vé udc s6 va cac tinh chat lién quan.

Chuong 2 trinh bay cac gia tri trung binh ctia ham sinh bédi cac wée

wn
On

Chuong 3 trinh bay mot s6 bai toan ttng dung trong s6 hoc.

Toi xin bay t6 long biét on sau sac ddi v6i Pho Gido su, Tién si
Nong Qudc Chinh, ngusi thay da tryc tiép huéng dan, cung cap tai lieu
va truyen dat nhiing kinh nghiém nghién cttu cho toi.

Toi xin chan thanh cdm on cac thay, co gido trong khoa Toan - Tin,
phong Dao tao truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén, Truong
THPT Hon Gai va ban be dong nghiép da gitp do tao diéu kieén cho toi

hoan thanh ban luan vin nay.



Chuong 1

Ham dém cac uwéc sé d(n)

1.1 Mot sb kién thic co ban ctia sé hoc
1.1.1 Phép chia trong tap s6 nguyén

Dinh nghia 1.1. Cho hai s6 nguyén a va b, v6i b # 0 . Néu c6 mot sb
nguyén g sao cho a = bg thi ta néi rang b chia hét a hay a chia hét cho
b hoac b 1a u6c cua a va ky hiéu la b | a hay alb.

Tinh chat 1.1.

1.  £l|avéiacZ
2. Oia v6ia € Z, a # 0.
3. aia véi a € Z, a # 0.

4. b|a vaa|bkhiva chi khi a = +b.

5. b|avac|bkéo theo c| a.

6. Véi moi ¢ € {1;2;...;n}, Va; € Z, b | a kéo theo b | > a;z;.
i=0

Dinh 1y 1.1. (Dinh Iy chia Euclid). Véi cac s6 nguyén a va b, b # 0, ton
tai duy nhat cac s6 nguyén ¢, r sao cho

a=>bg+r;0<r<|bl. (1.1)

Ching minh.
a) Sy ton tai: Goi M 1a tap hop céc boi clia s6 b khong vuot qua a:



M ={bx |z € Z,bx < a}.

Ta c6 M C Z va M # @ vi chang han —|b|.|a] € M.

M bi chén trén, vay né c6 s6 16n nhat, ta goi do6 1a bg. S6 nguyen bq + |b
14 mot boi ctia b va bg + [b| ¢ M, do d6 ta c6 bqg < a < bg + |b], tit d6
suy ra 0 < a — bg < |b].

bat r =a — bg ta dugc a =bqg+r, 0 < a—bg < |b].

b) Tinh duy nhat: Gia st ¢6 ¢,r va g1, théa man cac diéu kien

trén, tic la
a = bqg+r, 0<r<lb,
a = bqy + 11, 0<r<lb,
Khi do6 ta dugc
bg+r=bp+ri=r—1r <blq—q).

Nhung |r — 71| < |b|, cho nén |b||¢ — ¢1| < |b|, nghia la |¢ — ¢;| < 1. Hé
thitc nay budc ¢ — g1 = 0 nghia la ¢ = ¢y, tit d6 suy ra r = rq(diéu phai
chiing minh).

1.1.2 Uéc s6 chung 16n nhat (USCLN)

Dinh nghia 1.2. Cho hai s6 nguyén a, b trong d6 it nhat mot s6 khéc
0. S6 duong d duge goi 1a USCLN ctia a, b va duge ky hieu 1a d := (a, b)

néu
1.d|avad|b(dlauéesod chung ciia a va b).

2. Néuclavac|bthic|d.
No6i cach khéac, d 13 USCLN ctia hai s6 a va b néu d 1a uéc chung
clia a va b dong thoi d 1a s6 16n nhat trong cac wéc sé6 chung cla a

va b. Néu (a,b) = 1 thi ta no6i hai s6 a va b nguyén t6 ciing nhau.

Nhan xét 1.1. Trong truong hop a,b c6 mot sé bang 0 thi hién nhién
USCLN ctia chung chinh 14 s6 kia.

Tinh chat 1.2.



1. (ac,bc) = (a,b).c v6i c # 0

2 (E; 9) = (a,9) v6i ¢ la mot uwée chung cua a,b
cc c

3. Néu (a,b) =1 thi (ac,b) = (¢, b).

(a,

4. Néu (a,b) = 1 va biac thi bic.

5. (b,a1) = (b,as) =1 = (b,a1as) = 1.

6. Néu aicy, aicy ma (c1,co) = 1 thi aicyco.

Thuat toan tim USCLN ciia hai sé6 nguyén

Cha § 1.1. Néu gita cdc s6 nguyén a,b,q,r c6 hé thic a = bq + r thi
ta co
(a,b) = (b,r).
a) Cho a,b € Z. Néu mot trong hai s6 la wdc cia so kia, chang han

b | a thi hién nhién.

b) Néu khong wdy ra trucong hop trén thi ta cé cdc hé thic sau biéu thi
mot day cac phép chia cé du:

a:bqo—i—rl, 0<7“1<‘b|
b:qul, 0<reo<m
T1 = T2qo + T3, 0<rg<r
Tn—2 = T'n—1qn—1 +Tna 0< Tn < Tph-1

T'n—1 = T'nQn-

Daéy phép chia cé du liéen tiép nay dudgc goi la thudat todn Euclid thiuce hién
trén hai s6 a,b. Day nay phdi la day hitu han va thudt toan Euclid phdi

két thic vdi mot s6 du r,qq = 0.
Theo chu y ta c6

(a,b) = (b,r1) = ... = (rp_1,m0) = Tp.
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Nhu vay, USCLN ctia hai s6 a,b 1a sd du cudi cing khac 0 trong thuat

toan Euclid thuc hién trén hai sb a, b.

1.1.3 S6 nguyén to

Dinh nghia 1.3. S6 nguyén t6 14 mot s6 tir nhién 16n hon 1 va khong
c6 u6c nao khac ngoai 1 va chinh né.

Dinh 1y 1.2. U6c nhé nhat khac 1 clia mot s6 tu nhién 16n hon 1 13

mot s6 nguyéen to.

Dinh 1y 1.3. Cho a 13 mot s6 ti nhién va p 1a mot sd nguyén to, thé
thi hofic @ nguyén t6 ciing nhau véi p, hoac a chia hét cho p.

Dinh 1y 1.4. Néu s6 nguyén t6 p 1a udc ciia mot tich nhiéu s6 thi né
phai 14 u6c ciia it nhat mot trong cac thita s6 do.

Dinh 1y 1.5. Néu mot s6 nguyén té p l1a uéec ctia mot tich nhiéu sé
nguyén to thi p phai tring véi mot trong cac sd6 nguyeén t6 do.

Dinh 1y 1.6. (Vé phan tich chinh tic ciia mot s6 tu nhién). Moi s6 tu
nhién 16n hon 1 déu phan tich dudc thanh mot tich cac thita s6 nguyen
t6 va sy phan tich d6 14 duy nhat (khong ké thit tu cac thita s6).

Chu y 1.2. N6i chung, mot thita s6 nguyén t6 trong phan tich c6 theé
lap lai, béi vay dé cho gon, cac thita s6 lip lai dude viét duéi dang liy
thua:

a=py.py*. ..ok (1.2)
Trong do p; # pj, Vi # j, con o; € Nyoy; > 1,1 <4 < k. Va (1.2) dugc

goi 14 phan tich tiéu chuan ctia s6 tu nhién a.

1.2 Ham dém cic udc

Dinh nghia 1.4. Ham s6 hoc 14 ham s6 ¢6 mién xac dinh 1a tap cac s6

nguyen duong va mién gia tri 1a tap cic so6 phic.



Vi du 1.1.
a) Ham d(n) dém cac u6c khac nhau ctia mot s6 ty nhién n > 1 1a
ham s6 hoc.

b) Ham phi-Euler ¢(n) 1a ham s6 hoc.

c) Ham5:2+—>C,5(n):{(1) Egﬁgi;

d) Ham O : Z* — C, O(n) = 0 13 ham s6 hoc.

14 ham s6 hoc.

Dinh nghia 1.5. Mot ham s6 hoc f dudc goi 14 ham nhan tinh néu véi
moi cip s6 m, n nguyén t6 cung nhau, ta c6 f(n.m) = f(n).f(m). Trong
ting truong hgp dang thitc ding véi moi m,n (khong nhat thiét nguyen

t6 cing nhau) ham f goi 1a ham nhan tinh manh.
Vidu 1.2. Ta c6

1, wu(6) =1, wn(2) = -1, pu(7) =—1, n(3) =-—1
W) =0, @) =0, O =0,  uE) =-1, pl10)=1

Dinh nghia 1.6. Ham s6 hoc xac dinh s6 cac udc duong clia mot so

nguyen duong n duge goi 1a ham dém cac uée va ki hieu 1a d(n).

Nhu vay
d(1) =1 d(6) =4,
d(2) =2 d(7) = 2,
d(3) =2 d(8) = 4,
d4) =3 d(9) = 3.
Gia su

pln

d=1]»"

pln

Moi uéc ciia n ¢6 dang:

v6i a, 1a so nguyén thoa man:

0 <a, <ry(n).
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Vi méi s6 mit a, c6 thé nhan v,(n) + 1 gia trin khac nhau nén ta c6
d(n) = [J(v(n) +1).
pln

Dinh ly 1.7. Ham d(n) 14 ham nhan tinh.
Ching minh.

Cho m va n 13 hai s6 nguyén té cling nhau,
m = prp (m

va

n=]]q"n)

qln
Vi (m,n) = 1 nén tap hop céac s6 nguyeén t6 1a udc clia m va tap hop céc

s6 nguyén t6 1a ude ctia n 13 roi nhau. Vi vay
mn = Hp’jp(m) H q"(n)
plm qln
la sy phan tich thanh nhan tit cia mn, va
d(mn) = [ [(wp(m) + 1) ] [(v(n) + 1) = d(m)d(n).
plm qln

Vay dinh 1y da dugc chiing minh.

Vi du 1.3. Tinh d(n) vé6i 11 < n < 20.
Loi gida.

QL

11) = d

= d

(11) (1Y =1+1=2
(12) (223 =2+ 1)(1+1)=6
(13) (1Y =14+1=2
d(14) = d2*7H =1+ D1 +1)
(15) (

(16) (

4
4

15 3! 31) ( 1)(1+1)
16 24 = =5

QL



