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Lời cam đoan

Tôi xin cam đoan mọi thông tin và trích dẫn trong luận văn là trung thực, các số

liệu và kết quả nghiên cứu không trùng lặp với các đề tài khác.

Thái Nguyên, ngày 26 tháng 03 năm 2015

Học viên

Nguyễn Văn Toản
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Mở đầu

Trong bản luận văn “Các định lý hàm khả vi với bất đẳng thức và một số đánh

giá tiệm cận” tác giả vận dụng các tính chất của các hàm khả vi một biến và nhiều

biến để trình bày chứng minh của một số bất đẳng thức; các bất đẳng thức này được

chứng minh bằng các phương pháp khác trong các tài liệu tham khảo. Các ví dụ chỉ

ra chứng tỏ các định lý về hàm khả vi là một công cụ khá mạnh trong chứng minh các

bất đẳng thức, đặc biệt là đối với các bất đẳng thức chứa số biến nhỏ. Trong bản luận

văn có trình bày chứng minh một số bất đẳng thức khó (ví dụ bất đẳng thức Newton-

Maclaurin, bất đẳng thức trong Ví dụ 1.24 Chương 1) dựa trên việc sử dụng các định

lý về giá trị trung gian của các hàm khả vi một biến và lý thuyết cực trị có điều kiện

của hàm nhiều biến.

Đánh giá tiệm cận của các dãy là một chủ đề khó và được nhiều người quan tâm

trong lý thuyết dãy và chuỗi số. Trong bản luận văn này tác giả đã trình bày chứng

minh một số định lý về đánh giá tiệm cận của một lớp các dãy xác định bằng công

thức truy toán dựa trên khai triển Maclaurin của các hàm số một biến và đưa ra các

ví dụ minh họa. Một số trong các ví dụ minh họa này là các bài toán gặp trong các tài

liệu về chủ đề thi Olympic Toán sinh viên và các tài liệu nâng cao về Giải tích toán

học.

Bản luận văn “Các định lý hàm khả vi với bất đẳng thức và một số đánh giá tiệm

cận” gồm Lời nói đầu, hai chương, kết luận và danh mục tài liệu tham khảo.

• Chương 1. Các định lý về hàm khả vi và các bất đẳng thức.

• Chương 2. Đánh giá tiệm cận của một lớp các dãy số.

Trong Chương 1 tác giả tóm tắt các sự kiện cơ bản nhất của lý thuyết các hàm khả
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vi một biến, bài toán cực trị có điều kiện của hàm hai biến, hàm ba biến với một ràng

buộc, bài toán tìm giá trị bé nhất và lớn nhất của hàm hai biến khả vi trên miến phẳng

đóng, bị chặn. Các bất đẳng thức trong các Ví dụ 1.1 - 1.12 Chương 1 chủ yếu được

chứng minh dựa trên mối liên hệ giữa tính đơn điệu của hàm số với dấu đạo hàm cấp

1 của hàm một biến, các Ví dụ 1.13 - 1.16 trình bày chứng minh các bất đẳng thức

dựa trên mối liên hệ giữa tính lồi, lõm và dấu đạo hàm cấp hai của hàm một biến, các

Ví dụ 1.17 - 1.22 trình bày chứng minh các bất đẳng thức dựa trên các định lý về giá

trị trung gian của các hàm khả vi, các Ví dụ 1.22 - 1.25 trình bày chứng minh các bất

đẳng thức nhờ phương pháp nhân tử Lagrange để giải bài toán cực trị có điều kiện và

phương pháp tìm giá trị bé nhất và lớn nhất của hàm hai biến khả vi trên miến phẳng

đóng, bị chặn.

Chương 2 định nghĩa khái niệm đánh giá tiệm cận và chứng minh một số định

lý về đánh giá tiệm cận đối với một lớp các dãy số dương xác định bằng công thức

truy toán dạng xn+1 = f(xn) và các khẳng định liên quan. Các kết quả chủ yếu của

chương này là các Định lý 2.1, Hệ quả 2.1, Định lý 2.2, Định lý 2.3, Hệ quả 2.2, Định

lý 2.4. Các ví dụ áp dụng chủ yếu được đưa ra trong các Mục 2.2.3 và 2.2.7.

Danh mục tài liệu tham khảo gồm 05 tài liệu.

Để hoàn thành bản luận văn này tác giả đã nhận được sự giúp đỡ của các Thầy Cô

trong Khoa Toán - Tin, Trường Đại học Khoa học - Đại học Thái Nguyên, các phòng

ban chức năng thuộc Đại học Thái Nguyên, các nhà toán học thuộc Viện Toán học -

Viện hàn lâm Khoa học và Công nghệ Việt Nam và Thầy hướng dẫn, TS. Hoàng Văn

Hùng - Viện Khoa học Cơ bản - Đại học Hàng Hải Việt Nam. Tác giả xin bày tỏ lòng

cảm ơn chân thành đến tất cả các Thầy Cô, các nhân viên của các phòng ban chức

năng nói trên và rất mong nhận được ý kiến đóng góp từ mọi phía đối với bản luận

văn này.

Thái Nguyên, ngày 10 tháng 4 năm 2015

Nguyễn Văn Toản

Học viên Cao học Toán lớp B, khóa 06/2013-06/2015

Trường Đại học Khoa học - Đại học Thái Nguyên



4

Chương 1

Các định lí về hàm khả vi và
các bất đẳng thức

1.1 Đạo hàm, đạo hàm cấp cao của hàm một biến và các
tính chất cơ bản

1.1.1 Các định nghĩa

Cho f(x) là hàm số với tập xác định D ⊂ R và x0 là một điểm trong của D. Giới

hạn (nếu có)

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
gọi là đạo hàm của hàm f(x) tại x0, ký hiệu là f ′(x0). Nếu thay giới hạn được xét

bằng giới hạn trái (tương ứng, phải) tại x0 ta có khái niệm đạo hàm trái (tương ứng,

phải) tại x0 , ký hiệu là f ′−(x0) (tương ứng, f ′+(x0). Hàm số có đạo hàm (tương ứng,

đạo hàm trái, phải) tại x còn được gọi là hàm khả vi (tương ứng, khả vi trái, phải) tại

x.

Nếu f(x) có đạo hàm tại mọi x ∈ D1 ⊂ D thì hàm số D1 3 x 7→ f ′(x) ∈ R gọi

là đạo hàm của hàm f(x) trên miền D1.

Đạo hàm của hàm số f ′(x) (nếu có) tại điểm x0 ∈ D1 gọi là đạo hàm cấp hai của

f(x) tại x0, ký hiệu là f ′′(x0). Nếu f ′′(x0) tồn tại với mọi x ∈ D2 ⊂ D thì hàm số

D2 3 x 7→ f ′′(x) ∈ R gọi là đạo hàm cấp hai của hàm số f(x) trên miền D2.

Tổng quát, đạo hàm của đạo hàm cấp k − 1 (với k ≥ 2) của f(x) tại điểm trong x

của tập xác định D (nếu tồn tại) được gọi là đạo hàm cấp k của f(x) tại x, ký hiệu là

f (k)(x). Nếu f (k)(x) tồn tại tại mọi x ∈ Dk thì hàm số Dk 3 x 7→ f (k)(x) ∈ R gọi là
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đạo hàm cấp k của hàm số f(x) trên miền Dk. Hàm số có đạo hàm cấp k trên miền

G cũng được gọi là khả vi đến cấp k trên G.

Ta quy ước ký hiệu f (0)(x) chỉ chính hàm f(x). Nếu tổng, hiệu, tích, thương của

hai hàm f(x), g(x) có nghĩa ở lân cận điểm x và tồn tại f ′(x) và g′(x) thì đạo hàm

của các hàm này tại x cũng tồn tại và được ký hiệu tương ứng là

(f(x) + g(x))′, (f(x)− g(x))′, (f(x)g(x))′,

(
f(x)

g(x)

)′
.

1.1.2 Các tính chất cơ bản của đạo hàm và đạo hàm cấp cao

Tính chất 1.1. Đạo hàm cấp bất kỳ có tính chất tuyến tính, tức là nếu các hàm số

f(x) và g(x) đều có đạo hàm cấp k trên miền D thì

(αf(x) + βg(x))(k) = αf (k)(x) + βg(k)(x)

với mọi số thực α, β và mọi x ∈ D.

Tính chất 1.2. Nếu các hàm số f(x) và g(x) đều có đạo hàm cấp n trên miền D thì

đạo hàm cấp n của tích f(x)g(x) cũng tồn tại trên D và

(f(x)g(x))(n) =
n∑
k=0

Ck
nf

(k)(x)g(n−k)(x), trong đó Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

Tính chất 1.3. Giả sử f(x) có đạo hàm tại x0 và f(u) có đạo hàm tại u0 = g(x0).

Khi đó hàm hợp (f ◦ g)(x) = f(g(x)) được xác định ở lân cận x0 và có đạo hàm tại

x0. Đạo hàm của hàm f(g(x)) tại x0 được tính theo công thức

(f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0))g
′(x0).

Tính chất 1.4. Nếu các hàm số f(x) và g(x) đều có đạo hàm trên miềnD và g(x) 6= 0

trên D thì hàm số
f(x)

g(x)
có đạo hàm trên D và

(
f(x)

g(x)

)′
=
f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g(x)
2 .
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1.2 Các định lí về hàm khả vi

Mục này trình bày các định lý quan trọng nhất nói về tính chất của các hàm một

biến khả vi. Chứng minh của các định lý này có trong hầu hết các giáo trình giải tích

toán, chẳng hạn trong tài liệu [4] của tác giả Jean-Marie Monier. Tác giả chỉ đưa ra

chứng minh Hệ quả 1.2 của Định lý Rolle.

1.2.1 Định lí Fermat

Định nghĩa 1.1. Hàm f(x) gọi là có cực đại tại x0 nếu x0 là điểm trong của tập xác

định và tồn tại một lân cận (x0 − δ, x0 + δ) của x0 sao cho

∆f = f(x)− f(x0) ≤ 0 với mọi x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)\ {x0} (1.1)

Khi đó giá trị f(x0) gọi là một cực đại của f(x). Nếu

∆f = f(x)− f(x0) < 0 với mọi x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)\ {x0} (1.2)

thì f(x0) gọi là một cực đại thực sự tại x0.

Khái niệm cực tiểu (tương ứng, cực tiểu thực sự) tại x0 được định nghĩa tương tự

bằng cách thay bất đẳng thức (1.1) (tương ứng, (1.2)) bằng các bất đẳng thức

∆f = f(x)− f(x0) ≥ 0 với mọi x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)\ {x0}

tương ứng,

∆f = f(x)− f(x0) > 0 với mọi x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)\ {x0} .

Cực đại, cực tiểu của hàm f(x) được gọi chung là cực trị của f(x).

Định lí 1.1 (Fermat). Nếu f(x) có cực trị tại x0 và đồng thời khả vi tại x0 thì f ′(x0) =

0.


